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Teil 1

GewoOhnliche
Differentialgleichungen



Einleitung

e Eine gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung ist eine Gleichung

F(z,y,y,...,y"™)=0 (%)

Dabei ist F' : D — R mit D C R"*2. (Idee: x unabhingige Variable, y als Funktion von x
gesucht.)

e Sei J C R Intervall, ¢ : J — R. ¢ Losung von (*), falls

1. ¢ n-mal stetig differenzierbar
2. Vzeld:(z,0x),...,0"(x)) €D
3. Vo€ J: Fz,po(x),...,pM(x)) =0

Beispiele:

1. Differentialgleichung;:
Yy +2xy=0

Hier F: R® — R, F(x,y,2) = z + 2zy. Eine Losung lautet:

denn )
o(r)=—2w-e"
Damit:
/ —z? —xz?
Px)+2x-px)=—2z-e% +2x-e% =0

Weitere Losungen:

12

p(r) =c-e”
Eindeutigkeit nur mit weiteren Vorgaben. Meist tritt (*) als explizite Differentialgleichung
n-ter Ordnung auf:

y™ = fla,y,..yY)
2. Radiokativer Zerfall:

e Fiir t > 0 sei y(t) die zur Zeit t noch nicht zerfallene Masse. Zerfallsgesetz: Abnahme

der Masse pro Zeiteinheit
y(t + At) —y(t)

At
ist proportional zur noch vorhandenen Masse, d.h. 3\ > 0 (Zerfallskonstante):
-y't) = Xy
=y = Ay



e Behauptung: Jede Losung ist von der Form
y(t) =c-e M (ceR)
Beweis: y Losung: klar. Ist y Losung, so sei

g(t) = e -y(t)

Dann
g =x-yt)+eM - y'(t) =0
—~
—Ay(t)
Also g konstant, g(t) = c.
e Halbwertszeit T definiert durch ()
Y
T)="—"=
y(T) ==
Es folgt:
_ 1
y(0)- e = Sy(0)
1
AT = In=
"9
=T L In2
= Z.In
A
Beispiele:
Material T
Uran 238 4,5-10%
Plutonium 2,4-10%
c14 5,4-10% a
Kalium 12,45 h
3. Harmonische Schwingung mit Reibung:
Newton:
m-& = F(t)
mit F(t) als die auf den Korper wirkende Gesamtkraft,
Fit) = —-k-x (k> 0)
Bit) = —y-&  (y>0)
Also: "
2 +—-2=0

T+
m
4. Bevolkerungswachstum:

Bezeichne y(t) die Menge der Affen auf einer Insel (in kg). Bei giinstigen Bedingungen:
Relativer Zuwachs = a > 0,

y'=a-y
Losung: y(t) = yo - e®*. Nicht realistisch, s.u. fiir Korrektur. Allgemeiner: In Lebensraum hat
man Tier- und Pflanzenarten y (¢), ..., yn(¢). Interaktion:

yi(t) = filt,yi(t), ... yn(t))  i=1,...,m
System von Differentialgleichungen 1. Ordnung
Bemerkung;:

o Ist ¥ = f(z,y) mit f: D — R mit D C R?, dann Veranschaulichung durch Richtungsfeld
moglich. (— Eulersches Polygonzugverfahren)
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Einige explizit 16sbare Differentialgleichungen

2.1 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

y' +9(z) y=h(x)
hierbei g, h : I — R, I C R Intervall. Zugehorige homogene Differentialgleichung;:
y +g(@)-y=0
h heift Inhomogenitét.
1. Losung von homogener Differentialgleichung:

e Gesucht y mit

Sei G eine Stammfunktion von g. Dann

y(z) :=c- e G@)

Losung fiir alle ¢ € R.

e Jede Losung ist von dieser Form: Fiir Losung y definiere

flz) = e - y(a)

Dann:
flle) = e (g(x) - y(z) +y' () =0
= f(z) = ¢
=ylx) = c e G

2. Losung von inhomogener Differentialgleichung:

e Seiyp # 0 Losung der homogenen Differentialgleichung. Dann Variation der Konstanten.

e Gesucht: Losung als y(z) = c¢(z) - yn(x) (,Ansatz®).

y'(x) = () ynlr) +c(@) - yp,(x)
=h(z) = y(z)+gx)- y(z)
= (@) yn(x)+e(@) - yu(z) +g(x)-c(z) - yn(z)
—
—g9()-yn (@)
= d(@) = (yn(x))"" - h(x)

e Sei ¢ eine Stammfunktion von y;l - h. Dann
y(x) = C - yn(z) + c(z) - yn(2)

mit C' € R die Gesamtheit der Losungen der inhomogenen Differentialgleichung. Schreib-

weise mit G:
y(z) = e C@ . <C’ + /eG(t) -h(t) dt)



Beispiele:

1. Gesucht Losung des Anfangwertproblems

y —2zy = 1
y(0) = 1
Homogene Differentialgleichung:
y = 2ay
2
=y = c-€" (ceR)
Inhomogene Differentialgleichung;:
/ / a:2 zz 12
y —2zy = d(x) " +2x-c(x) ¥ —2x-c(x)-€
= d@)-e” =1
2

Allgemeine Losung:

Wegen Forderung y(0) = 1:

Losung:

y(z) = e - (1 + /Oz et dt)

erf(z) = % /oz et at

2. Zylindrisches Sieb mit geschlossenem Boden, Fliissigkeitseinlass mit konstanter Rate R (in
[-s~1). Fliissigkeitsablauf proportional zur Fliche k - 27rz. Also Zuwachs in x-Richtung bei

werror function®:

Hohe h: )
p (R— k- 2mrz)
Damit Differentialgleichung:
, R 2k
r o= —5 - —
r r
O~
=:B =:A
¥+A-x = B
Homogene Differentialgleichung:
¥ = —-A-x
r = c-e M
Inhomogene Differentialgleichung:
P4+Az = d(x)-e N B
=d(x) = B-ett
B
clx) = Z~eAt+C’
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Allgemeine Losung:

a(t) = g +Ce A
z(0) = % +C
=C = —g

= a(t) = % (1 —e A

2.2 Differentialgleichungen mit getrennten Variablen
y' = f(x) g(y)
Seien I7, I; C R offene Intervalle, f: [; — R, g : Is — R stetig. Sei g € I, yo € 5.

1. Sei g(yo) = 0. Dann y(x) = yo fir alle z € I; Losung von y' = f(z) - g(y) zum Anfangswert
y(Zo0) = Yo-

2. Sei g(y) # 0 fiir alle y € I. Dann gibt es ein offenes Intervall J mit 2o € J C I; auf dem das
Anfangswertproblem

Y =flx)-gy)  ylzo) =wo

eine eindeutig bestimmte Losung besitzt. Diese kann man aus

[oato = f o

durch ,,Auflésen nach y“ berechnen.
Beweis fiir 2.

e Sei y eine Losung. Dann gilt:

Variablensubstitution:
[ 2= rma o
e %
Yo g(s) o
e Und: y ist genau dann eine Losung, wenn (*) gilt und y stetig differenzierbar ist.

o Aus (*) wird Existenz von y bewiesen. Sei G : [x — R

G(y) :=/yj;(lz)

G stetig differenzierbar, streng monoton, G'(y) # 0 fiir alle y € Iy. G(I2) offenes Intervall
und enthilt G(yo) = 0. G invertierbar auf G(I5), G~! stetig differenzierbar. Sei

F(z) = /Z £(t) dt

Dann ist F(zg) = 0 € G(I2). Es gibt ein offenes Intervall J C I3, sodass zp € J mit
F(J) € G(I). Dann
y =G (F|s)

eindeutige Losung von (*).
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Bemerkung;:

e Losungsschema fiir getrennte Variablen:

dy_ xr)axr = T C
| %= [ 1@ » 6w = Fa) +

nach y auflésen und ¢ bestimmen.

Beispiele:

1. Affen auf Insel: Korrigierter relativer Zuwachs a — by mit a, b > 0. Differentialgleichung:

v =(a—by) -y Logistische Gleichung

Dann:
fl@)=1 " gly)=(a—by)y
Unterscheidung der beiden Félle:

(a) y mit g(y) = 0 getrennt behandeln:

gly) = 0
(a—by)-y = 0
N b
=y = 0 y ==
a
Also Losungen y(x) = 0 bzw. y(z) = y*.
(b) Sonst:
d
_ Y _ n
(a—by)-y
1 d
Ly,
b (v —y)y
1 1 1
N
by \y*—y y
——
1 *
ooyl —lnly"—y)) = t+ec
In| 35 |
Y ’ — eat_eac
Y-y ~
>0
Y -~ at -
= ¢C-e ¢ € R\{0}
Yy -y
y-(1+é-e) = y*-c-e™
. y*.é.eat
V7 Tqcew
p— * 1
SRR
Es gilt:
y*
0) = =
y(0) 1+¢
Anfangswertproblem y(0) = y fithrt zu
146 = &
Yo
=i = L =Y "W
Yo Yo

Fallunterscheidung;:

10

Vorlesung: “Analysis III" von Jiirgen Voigt, Technische Universitdt Dresden, Wintersemester 2009,/10



i. Firyo>y*: —1<é<0
ii. Fiir 0 <yo <y*0<é
iii. Fiir yo < 0: ¢ < —1

2.3 Substitutionsmethoden

231 Typ:y = f(y+ax)

y = flyta )
=z = y+ta-x

Substitution der ,abhingigen“ Variablen:
d=y' +a=f(z)+a

Differentialgleichung mit getrennten Variablen fiir z. Losen! Dann y(z) = z(z) — ax.

Beispiel:
1. Sei
y = (y+22)*
Dann:
z = y+2
/ / 2
Z = y+2=2+2
d
/ziz:/dz
2%+ 2
1 ¢ z n
—arctan— = x+c
V2 V2

z = V2 tan(v2- (z +z))

ylx) = z(x) -2z
2.3.2 Ahnlichkeitsdifferentialgleichung

y' = flz,y)
wobei f(Az, \y) = f(z,y) fiir alle A € R\{0}. Aquivalent dazu, dass f nur von ¥ abhéingt.

flz,y) = F(g)

xT
v - r)
xT

Neue Funktion z = % Dann:

Yy = x-2
y = z4x-2
z+x-2 = F(2)
o F(z)—=z
x

hat getrennte Variablen. Losen! Riicksubstitution. Beispiele:

11
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1. Bestimme die Kurve, fiir die die Tangente im Punkt (x,y) die y-Achse im Punkt (0, /22 + y?)

schneidet. Differentialgleichung:
F_y— Vet +y?

y_
T
Somit fiir x > 0:
2
y=2\1+2
T T
Fir z < 0:
2
y=2r\1+%
T T

Keine Ahnlichkeitsdifferentialgleichung streng genommen. Aber Methode anwendbar.

(a) Seiz > 0:
Y
s = 2
x
=y = z-2+z2
-2 +z = z2—\1+22
/ dz _ dx
V1422 x
In(z+v1+22) = —Ilnz+InC C>0
C
z+V1+22 = —
x
c? 2C
1+22 = —2——Z+z2 =
x x x
2Cy C? 1
2 2
_ ¢ =
Y= 272
Probe machen, da quadriert wurde.
(b) Fiir « < 0 dquivalente Rechnung. Losung:
c o, N 1
= —— z’
Y= 20"

Passt bei x=0 mit vorheriger Lésung zusammen fiir C’ = %

Kurven 16sen das ,,Scheinwerfer-Problem*.

2.3.3 Bernoullische Differentialgleichung

Y+ flx)-y+g@)-y*=0  (a#0)

Substitution:
- yl—a
7= (l-a)-y -y
= —(1—a)-f(z)-y" "= (1-a) g(z)
d+(l-a) - flx)-z = —(1-a) g(z)

Lineare inhomogene Differentialgleichung.

Bemerkungen:

12
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e Gegeben eine einparametrige Kurvenschar
F(z,y,a)=0 (%)

mit ¢ € I C R (Parameter). Gemeinsame Differentialgleichung fiir die Kurven gesucht.
Methode:

d
0 = Lr@y@),a
= alF(x7y7a)+82F($7yaa) 'y/ (**)
Eliminiere a aus (*) und (**). Differentialgleichung: y' = f(z,y)

e Finde orthogonale Trajektorien zur Schar, die durch die Differentialgleichung

y' = f(z)
bzw.
G(z,y,y') =0
gegeben ist. Methode: Differentialgleichung;:
P
[z, y)

bzw.

G (amy,—l,) =0
Y

Beispiel: Parabelschar y = ¢ - 22 mit ¢ € R.

y = 2cx
/
LoV
2z
y' 2
=y = =
Y 2z o
y = 2
T
Orthogonale Trajektorien:
;o 1 =z
Yy = 2y

—
<
g
[SH
N
Il
—
|
8
N—
QL
IS

1
y2 = —§x2 +c
1
5.%'2 +y* = C
Ellipsenschar fiir ¢ > 0.
Beispiele:
1. Traktrix (Schleppkurve)
12 _ 12
/
Yy =-
x

Integration:

13

Vorlesung: “Analysis III" von Jiirgen Voigt, Technische Universitdt Dresden, Wintersemester 2009,/10



2. Kettenlinie, Catenoide: Betrachte Kréfte fiir festes (xo,yo) und variables (z,y)

y'(z0) = 75773
v = ¢

Aus Kriftegleichgewicht folgt: (x-Richtung)
§o=—¢
und (y-Richtung):
Nt = g'9~/$mdz
o
'( ) §+y’(m0) $o
Sy/@) = 2 [ VieveR:

*50
>0
Differenzieren: )
y'(@) = TV Ty
—&o
Lose:
y'(x) = V1+y? =y
72 = 1+ 22
dzx
/ V1422 /
arsinhz = x+c¢
y' = z=sinh(z +c)
y(z) = cosh(z +c)+ Cy
Bemerkung;:

e Integration von Differentialgleichungen 2. Ordnung, spezieller Typen:

Ly = f(y)
2. y" = fy,9)
3.y = f(z,y)

Einfach: Typ 3, z = ¢/ (vgl. Kettenregel). Fiir Typ 1,2; siehe Kamke, Typ A15.3 a). Beachte,
dass Typ 1 Spezialfall von Typ 2.

14
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Exakte Differentialgleichungen, konservative
Vektorfelder

Betrachte Gleichung

Y(a,y) =c
Angenommen, Gleichung definiert y als Funktion von x implizit. Dann
oY o /
_ P . = O
B (oY) + dy (@,y) -y

(falls...). Die Differentialgleichung

heifit exakt, wenn es 1 stetig differenzierbar gibt mit

M=% N
or y
Ist dann ¢ € R so, dass durch
Y(a,y) =c
implizit eine stetig differenzierbare Funktion y(x) definiert wird. Dann y Losung.
Beispiele:
1. Sei
2xy> + 322y -y =0
Wihle
U(w,y) =2y’
Dann Losung;:
2y = ¢
k
yle) = —  (&#0)
T3

2. y' = f(z) - g(y) hat getrennte Variablen.

1 ;o
f(fc)—ry)'y =

Y(z,y)

0
/f(x)dx—/@dy

Allgemeiner: Sei U C R™ offen, F' : U — R" stetig (F Vektorfeld). Bedingungen dafiir, dass es

¢ € CY(U) gibt mit F = grad+. (Fiir oben: F = (M N)T).

Bemerkung;:

15



e Ist ¢ € C?(U), F = grad, dann
0;Fy, = 0;0p¢ = 0r0j¢ = O Fj
Definitionen: Sei U C R" offen, F': U — R" stetig.

1. F Potentialfeld :< 3+ € C1(U) mit F = grad .

2. Seien a,b € R, a < b, 7 : [a,b] — R stetig differenzierbar, F' : imy — R™ mit im~y =
{7(t);a <t < b} stetig. Dann:

b
[F= [ Fo@h @)
o a
Wegintegral zweiter Art (Kurvenintegral)

Allgemeiner: v nur stiickweise stetig differenzierbarer Weg :< v stetig, It = a < ... <t = b
vy i= 7\[%,_17,5].] stetig differenzierbar fiir j = 1,..., k. Dann:

[r=xlr

3. F heifit konservativ :< Sind 71,72 : [0, 1] — U stiickweise stetig differenzierbar, 1 (0) = v2(0)
und 71(1) = 7(1), dann
F= / F
7 72

3.1 Satz: Potentialfeld < konservativ

Sei U C R"™ offen, F' : U — R"™ stetig. Dann: F konservativ < F Potentialfeld. Ist F' = grad,
dann

[ F=v60) - v6)
~
fiir alle stiickweise stetig differenzierbaren Wege ~ : [a,b] — U.

Beweis:
1. <~
e F ist Potentialfeld, also existiert ¢ mit
F=grady = (/)"

Sei v ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg. Dann:

k t;
[r =2 @aoopa

ti—1
P (7)) ()

k t; d
_ Lyt ar
jz_:l/t“ atV

k
= D v0(t) —v((t)
= () — ¥ (3(a)

16
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e Sei xg € U. Sei Uy die Menge aller = € U, fiir die ein stiickweise stetig differenzierbarer
Weg « von zy nach x existiert. Dann Uy offen, da U offen.

e Sei xy € Uy und +y ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg von g nach x. Dann

w@%=LF

unabhéingig von . (Damit ¥ (zg) = 0). Stetigkeit von ¢): leicht. ¢ partiell differenzierbar

nach Zj in x:
./Jr /
’y';{ ~
/
v

bt te) —u@) =

| = k| =

Wihle ~ : [0,t] = R", s — 2 + s - ;. Damit:

1 I
- | F = - | Fij(zx+s-¢j)ds
t 5 tJo ———
(F(v(t)les)
HSII F(x)

Damit ¢ € C1(U) und F = grad. Falls Uy = U: fertig. Wenn nicht: Wihle x; €
U\{Up}... abzéhlbar oft wiederholen. (s. Bemerkung)

Bemerkungen:
1. Sei U € P(R™), alle U € U offen und U # 0. Es gelte: U,V e U,U #V = UNV = . Dann
U abzihlbar.
Beweis: Q" ist abzéhlbar. Betrachte
A={zecQ", W elU:2 €U}

Dann A abzihlbar.
p:A=U:p(x)=U fire e U

Dann ¢ surjektiv, denn YU € U:
UnQr#9
Damit U abzéhlbar.

2. U C R™ wegzusammenhingend :< Va,y € U3y : [0, 1] — U stetig mit v(0) = z und (1) = y.

U C R” offen. Fiir z € U definiere Wegzusammenhangskomponente:
Up :={y € U;IWeg in U von x nach y}

Dann U, wegzusammenhingend, offen. Ist y € U\Uy, U; Wegzusammenhangskomponente
von y, dann ist U; N Uy = @. Definiere U als Menge der Wegzusammenhangskomponenten.
Dann U = |JU. Nach a): U abzihlbar.

3. U C R offen = U abzihlbare disjunkte Vereinigung offener Intervalle.

3.2 Satz: Kriterium Potentialfeld

Sei U C R" offen, sternférmig
et eU:VeeU:{1-t)-2"+t-2,0<t<1} CU

F : U — R” stetig differenzierbar,
0;F = 61 F;

fir alle 5,k € {1,...,n}. (Integrabilitidtsbedingung) Dann ist F ein Potentialfeld.
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3.3 Hilfssatz

Sei f: (a1,b1) X [az, ba] — R stetig, stetig differenzierbar nach der ersten Variable,
b2
gl) == [ flz,y)dy

az

Dann g stetig differenzierbar,
ba

g(x)= [ 0if(z,y)dy

as
(¢'(x) ist stetig in x nach Satz 33.4).
Beweis:

e Fiira; <2’ <z’ <by gilt:

"

w” b2 b2 xr
/ Ouf (v, y) dyde = / / 01 f (z,y) dz dy

4 as as x’/

| S ——
fa"y)—f(='y)

= g(@") —g(@’)
Aus ,Hauptsatz*: g stetig differenzierbar,

b2

g(@)= [ of(zy)dy
Beweis: (Satz 3.2)

e 0.E.: 2* =0. Fiir z € U sei

n

1
o) 2 /0 >0y Flta) -ty | + Fy(er) | o

h=1

td
= —(t-F;
/0 (b Fy () dt
— -t} = F(a)
Bemerkungen:

e Ohne ,sternférmig“: Satz 3.2 nicht richtig, sieche Ubung

e _Sternférmig” kann man durch ,einfach zusammenhéngend“ ersetzen.

3.4 Folgerung: Exakte Differentialgleichung

Sei U C R? offen, M, N : U — R stetig differenzierbar, OyM = 0,N. Dann besitzt jeder Punkt
von U eine Umgebung, auf der
M(z,y)+ N(z,y)-y' =0

exakt ist. Ist U sternférmig, dann Differentialgleichung exakt.

Beispiele:
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1. Differentialgleichung:

= =N
Dann:
OyM(z,y) = 2x-€Y
O,N = 2x-¢&Y

Also Integrabilitdtsbedingung erfiillt. Finden von :

o, = M
= P(x,y) = o e’ +h(y)
=0, = N=uz¢e+h'(y)
lxy) = e +2y

Losungen gegeben durch:
2’ eV +2y=c (c e R)

2. Differentialgleichung;:

Dann
oyM =0 O, N =2z

Also nicht exakt. Aber: Nach Multiplikation mit e¥ exakt (siche 1.). e heifit integrierender
Faktor.

Suche zur gegebenen Differentialgleichung einen integrierenden Faktor u = u(y):

Oy(u(y) - M(z,y)) = p(y) 2z
= u(uly) N(z.y)) = ply) - 2z
Sdy) = uly)
ply) = ¢

Fiir Differentialgleichung
N(z,y) +M(z,y) -y =0

heifit eine Funktion p = p(xy) ein integrierender Faktor, wenn

w(z,y) - N(z,y) + plz,y) - M(z,y) -y’ =0

exakt ist.

19

Vorlesung: “Analysis III" von Jiirgen Voigt, Technische Universitdt Dresden, Wintersemester 2009,/10



4.1

Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz von
Picard-Lindelot

Sei D CR xR”, f: D — R" stetig. Dann ist

y'=flzy) (%)
ein System von Differentialgleichungen 1.0rdnung.

Losung: ¢ : I — R™ stetig differenzierbar (I C R Intervall),

gr(p) ={(z,p(x))lx € I} € D
und ¢'(x) = f(z, ¢(x)) fir alle x € I.

(*) als System:

fl(xvylw"vyn)

<
-
Il

Yn = fn(m>y1a"'7yn)

Beziehung zwischen Systemen 1. Ordnung und Differentialgleichung n-ter Ordnung (explizit
gegeben):

Sei D CR xR", f: D — R stetig. Dann

y™ = fl,y, g, y"TY) (x)

Differentialgleichung n-ter Ordnung. Reduktion auf System 1. Ordnung (x#x) fiir (yo ... yn—1):

/

Yo = W
/
Yn—2 = Yn-1
y;,l = f(m>y07"'7yn71)

Hilfssatz: Differentialgleichung n-ter Ordnung < System 1. Ordnung

. Sei ¢ : I — R eine Losung von (**). Dann

Losung von (%),

20



2. Ist
Yo
Yl — R ¢ =

%—1

(5%

eine Losung von , S0 ist g Losung von (**).

Beweis:

1. ¢ stetig differenzierbar. Oberen (n-1) Gleichungen von (**%*)

Letzte Gleichung ,eigentliche* Differentialgleichung.

2. Oberen (n-1) Gleichungen: 1y n-mal stetig differenzierbar mit
b=y k=0,...n—1

Letzte Gleichung: Differentialgleichung (**)

4.2 Hilfssatz: Aquivalenz Lésung Anfangswertproblem

Sei D C R x R”, f: D — R stetig. Sei I Intervall, g € I, y° € R”. Dann dquivalent:

1. ¢ Losung des Anfangwertproblems
v =flzy)  ylwo)=y°

2. ¢ stetig, gr(¢) € D und Vx € I:

x

w@ﬁ=y“+/ £t o (0)) dt
Zo
Beweis:

1,1 = 2¢

1. und 2. Eigenschaft klar. Aus
¢'(x) = flx,0(x))

und ¢(zg) = y° folgt mit Hauptsatz:

x
o) = plon)+ [ o
Zo
=+ [ s
Zo
2. ,2= 1¢
er(p) C D,¢(zo) = y°: Klar. t — f(t,¢(t)) ist stetig. Aus Hauptsatz 2. Teil:

T /m ft,o(t))dt

ist differenzierbar,

@' (x) = f(x,p(z))

21
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4.3 Satz von Picard-Lindeldf; 1. Fassung

Seien 29 € R, y° € R?, a,b > 0. Die Funktion
f: [0, 20 + a] X Brn[y®,b] — R"
sei stetig und geniige der Lipschitzbedingung (bzgl. y-Variablen), d.h.
3L >0: Yy, € Ber[y",0] : |f (2, 9) = f(z,9)| < L[ — ]

Dann gibt es @ € (0, a], sodass das Anfangswertproblem

v =flzy)  ylxo) =1°

eine eindeutige Losung ¢ : [z, zg + a] — R™ besitzt.

Beweis:

e Bemerke, dass
C([zo, wo +al;R") := {¢ : [v0,z0 + a] — R"; pstetig}

mit
[@lloo := sup{lp(2)|; 20 < 2 <20 +a}
ein Banachraum (s. Satz 4.4). Die Menge M,
M = {¢: [xo,z0 + a] — B[y°,b]; pstetig}

ist eine abgeschlossene Teilmenge von C([zg,zo + a];R™). Denn: Fir (fi) in M, fi — f
bzgl ||.||ls, dann Yz € [xq,z0 + a]: fe(x) — fu, also f(z) € B[y, b]. Daher M vollstindiger
metrischer Raum.

o Sei
K = sup{|f(z,y)|; 70 < < mo +a,y € B[y, b]}

K < 00, da f eine stetige Funktion auf einem kompakten Intervall. Sei 0 < k& < 1. Wir wéhlen

a4 := min ai E
o "K' L

o Wir definieren ® : M — C([zo,x0 + a]; R™) durch
Bp)a) =1+ | fto®)dt (@€ 00,20+ a)
Zo

e Ziel: Es existiert ein eindeutiges ¢ mit ®(¢) = ¢, dann Existenz und Eindeutigkeit mit
Hilfssatz 4.2. Zu zeigen: ®(M) C M und & strikte Kontraktion. (Dann Banachscher Fix-
punktsatz).

1. Sei ¢ € M. Dann ®(yp) stetig (klar, da stetig differenzierbar). Fiir g < z < z¢ + a:

@ (p(x) — 3| = / ’ f(t,go(t))dt’
< [Tttt
_ b
< K-a<K- T
- b

Damit ®(M) C M.
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2. Seien p, 1 € M. Fiir x¢g <z < 29 + a:

[@(p)(z) = @(¢)(2)] =

/1U@w%ﬂf—ﬂu¢@n)ﬁ

0

< /Iﬂuﬂm—fwwwﬂﬁ
< [ Lol - v
< /'Lw¢—wmﬂt
— L-a-Jp— vl
< kel = ¥l
Somit:
19(0) = ®W)lloo < k- @ — e
Bemerkungen:

1. Satz 4.3 gilt entsprechend auch ,nach links“, also fiir Intervalle [z — a,xo]. Ebenso fiir
[x0 — a,z¢ + a]. Losung ¢1 : [zo,z0 + a] — R™ und ¢y : [z9 — a,29] — R™ Dann ¢ :
[ro —a, o +a] = R™ mit ©|[z),20+a] = P15 Plizo—a,a0] = P2 Losung auf [2¢ — a, 2¢ + a], denn

@1 (z0) = f(x0,90) = ©5(0)
2. @ nicht optimal gewéhlt. Optimales @ sollte min{a, 2} sein. (Siehe Satz 5.1)
3. Nimmt man ¢ € M (s. Satz 4.3), so konvergiert die Folge ¢? := ¢, ®(p) =: ¢!, ®&(p!) =:
©2,... gegen die Losung. Nimmt man speziell ¢° = 50, so heilen °,!,... die Picard-

Iterierten. Beispiel:

e Sei das Anfangswertproblem gegeben mit

Dann Picard-Iterierte:

yolz) = 1
yi(z) = 1+/ tdt
0
2
x
= 1 _—
+ 2
x t2
yo(x) = 1+ t-(1+> dt
0 2
L2
N 2 8
x? 22 2 1 22 3 1
= 14 = ) .2 ) .=
ya() Tt 2) 2!+<2> 31
Auf Intervallen [—R, R] konvergiert
yk(x) = er

gleichmiBig.
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4. Ist D C R x R", so erfiillt f eine Lipschitz-Bedingung, wenn es L > 0 gibt, sodass

fiir alle x € R, y, 4 € R mit (x,y), (z,g) € D.

f erfiillt eine lokale Lipschitz-Bedingung, wenn es zu jedem (z,y) € D eine Umgebung U gibt,
sodass f auf U eine Lipschitz-Bedingung erfiillt.

5. Sei D =1 x V, Iein Intervall, V' C R" offen und konvex, d.h.
S eV = {1—1) y+t-FO<t<1}CV)
Sei f: D — R differenzierbar nach den y-Variablen,
0
— <L
Hayf(%y)H <

fiir alle (z,y) € D. Dann erfiillt f eine Lipschitz-Bedingung.

Beweis: Mit Mittelwertsatz (S.20.2)

IN

Haayf(LQt0)~y+to'§l)H'|gy|

< L-lg—yl

Nachtrag betreffend Vollstiandigkeit von C([zg, 29 + a]; R™); allgemein: Sei (M, d) ein metrischer
Raum, (X, ||.||) Banachraum. Dann ist

Co(M; X) :={f : M — X, stetig, beschréinkt}
mit
[ flloo :=sup{|[f(t)[;t € M} < o0
ein normierter Raum.

4.4 Satz: Vollstandigkeit von C,(M; X)

Cyp(M; X) ist vollsténdig, also ein Banachraum.

4.5 Hilfssatz: GleichmaBige Konvergenz & Stetigkeit
Sei (fy) eine Folge in Cp(M; X), f: M — X, f, — f gleichméBig. Dann gilt: f € Cp(M; X).

Beweis:

e Sei e > 0. Es gibt V € N, sodass
sup [[f(t) — fu(t)] < €
teM

fiir alle n > N. Dann

sup [|f(@)] sup [|f(t) — fn(t) + fn (@)

teM teM

sup [|f(t) — S ()] + sup [[fn (D)]]
teM te M

e+ [fallo <00

IN

IN

Also f beschrankt.
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e Stetigkeit eigentlich schon erledigt (Satz 20.1). Sei t € M, ¢ > 0. Dann gibt es 6 > 0:

[fn(t) = fn(s)ll <e

fiir alle s € M mit d(s,t) < 4. Fiir diese s:

1f@) = f)l = f () = fn(@) + fn(t) = fn(s) + fa(s) = F(s)]]
< f@ = IOl + 18 () = In)+ 1w (s) = F($)l
< 3¢

Beweis: (Satz 4.4)

e Sei (f) eine Cauchy-Folge in C,(M; X). Sei t € M. Zeige, dass (fy(t))n Cauchy-Folge in X
ist. Es existiert N € N:Vm,n > N:

”fn - fm”oo S £

Daraus:
an(t) - fm(t)H < an - fmlloo <S¢
fiir alle m,n > N. Also (f,(t)) Cauchy-Folge in X. Somit existiert

f(t):= lim f,(t)

n—oo
Damit f: M — X punktweise konstruiert.

e Noch zu zeigen: f, — f gleichméfig. Sei € > 0. Dann gibt es N € N:Vm,n > N:

||fn - fm”oo S £

und fir alle t € M:
[£n(t) = fm @) <€

Fiir m — oo folgt:

fa®) = fm(@®) = [u(t) = f(2)
[n(@) = fm @I = [fa(t) = F@)]

Begriindung;:
1l InXzx, w2z, ye X =2, +y —>x+y, da
1@ +y) = (zn + Yl = llz —zn] =0
2. In Xz, = X = |z, — ||z, da
2] = |nll < llz = zn]] = 0

Daher
[fa(t) = fO)l <

fir allen > N,t € M.
sup |fn — fl < e
teM

fiir allen > N. Also f,, — f gleichméBig. Mit Hilfssatz 4.4: f € Cy(M; X) und || fr,— flec — O.

25

Vorlesung: “Analysis III" von Jiirgen Voigt, Technische Universitdt Dresden, Wintersemester 2009,/10



Existenz und Eindeutigkeit, 2. Teil

5.1 Satz von Picard-Lindel6f, 2. Fassung
Seien Voraussetzungen wie in Satz 4.3. Sei
K = sup{|f(2,y)[; z0 < @ < xo +a,y € By, b]}

Dann gilt die Behauptung von Satz 4.3 mit

Beweis:

o Auf C([zo, o + a; R™) betrachten wir die Normen ||.|/o0,o mit o € R,

¢lloo,a = sup{e™ " - |p(z)|;x0 < = < 20 + a}

(Morgenstern-Norm). Jede dieser Normen ||.| oo, ist dquivalent zu ||.|loo (= ||-|lco,0): Mit
c = min e **
zo<zx<z0+a
c = max e
zo<z<zo+a
folgt:

¢ lelloe < llélloca < C - lllloo

Daher
M = {¢: [xo,z0 + a] — Bly°, b]; pstetig}

auch vollstdndig mit der von dieser Norm ||.||o0,o erzeugten Metrik.

e Wie in Satz 4.3 folgt:
®: M — C([xo, 0 +al;R™) : o+ [x > y° —l—/ f(t, o(t))dt]
o

bildet M nach M ab.
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e Zu zeigen: Man kann o so wihlen, dass @ eine strikte Kontraktion bzgl. ||.||ec o ist:

2 - )@ £ e [ Ifp) - St o) d
o
< Lo [l -viold
= e [ et o) - v
< Lo [ et o dlwads
o
. AT _ Qo
= L-flo—"loca-e )
[0
L
- . _ (1 — p—(z—20)
" Mol (1 - )
a>0 ], _
< Z(l=e @) . |p —
L2 1= o~ Yl
—_——
<1fiira>L
Fir diese a: I
9(0) = B oea < = (1= < 1+~ Yl

|

Weiter siehe Satz 4.3
Bemerkungen:

1. Aus Satz 5.1 folgt: Ist as < @ und ¢ eine Losung des Anfangwertproblems y' = f(z,y),
y(xo) = y° auf [z9, 2o+ a2], 50 ist ¥ = @|[z4,00+a,] (Mit ¢ aus Satz 5.1). Ersetzt man némlich
a durch a, in Satz 5.1, so erhilt man die Eindeutigkeit der Losung ¢ auf [zq, z¢ + @2].

2. Sei D C RxR" offen, f : D — R™ stetig, erfiille lokale Lipschitz-Bedingung. Sei (z0, y°) € D.
Dann folgt aus Satz 4.3, dasss das Anfangswertproblem

v =f(zy)  ylwo) =9°

eine Losung auf einem Intervall J besitzt (mit z¢ € J ). Die Losung ist eindeutig.

5.2 Folgerung: Losbarkeit von DGL n-ter Ordnung

Sei D C R x R™ offen. Die Funktion f : D — R sei stetig, erfiille lokale Lipschitz-Bedingung bzgl.

der hinteren Variablengruppe. Sei (29,43, ...,y2_;) € D. Dann besitzt das Anfangswertproblem
y" o= flay, ™)
y(zo) = y8
y" V(@) = Yy

in einer Intervallumgebung von zq eine eindeutige Losung.

Beweis:

e Sei F': D — R™,

y'l Yo
F(z,Y) = : mitY =
f(xay07y17"'aynfl) Yn—1
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Dann F stetig, erfiillt lokale Lipschitz-Bedingung. Nach obiger Bemerkung gibt es Intervall
J mit z¢ € J und eindeutige Losung 1 : J — R™ des Anfangwertproblems

Y'=F(,Y) Y(z)=Y":=(yg, - yn_1)”

Nach Hilfssatz 4.1 ist 1y die behauptete Losung: Insbesondere:

Yo(zo) = o
Volwo) = i(zo) = o)
7 (@0) = Puor(z0) =90,

5.3 Satz von Picard-Lindel6f auf einem Streifen

Sei g € R, a > 0. Sei f : [xg, 0 + a] x R" — R"™ stetig und erfiille eine Lipschitz-Bedingung. Sei
y" € R™. Dann besitzt das Anfangswertproblem

y=1[(y)  ylzo) =1y
eine eindeutig bestimmte Losung auf [xg, xg + a].

Beweis:

¢ Fixpunktsatz von Banach mit metrischen Raum C([zo,zo + a]; R™), Norm ||.||co,, Wobei L
die Lipschitz-Konstane von f. Fiir ¢ € C([zo, 0 + a]; R™) ist durch

Bp)a) =3+ [ " (b o(0)
eine Funktion @ : C([zg, 2 + a]; R™) = C([z0, xo + a]; R™) definiert. Fiir Kontraktion: Siehe
Satz 5.1.
Bemerkungen:

1. ,,Zusammenstiickeln“ von Lésungen: Ist D C R x R™, f: D — R" stetig, 1 : (xo — a1, xo] —
R™ g : [xo, o + az) — R™ Losungen von

y' = flz.y)  elo) =y° = pa(z0)
Dann ist ¢ : (g — a1, 20 + az) — R™,

v1(x) flirzg —a1 <z <z
p(z) = .
w2 () firzg < x < 20 + as

Losung. In g ist ¢ differenzierbar, da ¢} (zo) = ¢h(z0).

2. Zu Satz 5.3: Sei zg € R, a € (0,00) U {0}, f : [z, 20 + a) Xx R" — R" stetig und fiir jedes
a € (0,a) erfiille f eine Lipschitz-Bedingung auf [z, o + @] x R". Sei y° € R™. Dann existiert
eine eindeutig bestimmte Losung des Anfangwertproblems

v =f(zy)  ylzo) =1¢°

auf [xo, o + a).

Beweis:

e Sei 0 < ay <...<amita, = a (k— o0). Mit Satz 5.3: Losung o1 des Anfangwert-
problems y' = f(x,y) y(xo) = y° auf [xg, z0 + a;1]. Losung oo des Anfangwertproblems
vy = f(x,y), y(xo+a1) = p1(xo + a1) auf [xg + a1, xo + az]. Uswust. Zusammenkleben.
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Lineare Systeme von Differentialgleichungen 1.
Ordnung

Sei I CR, A: I — R™ " stetig. Dann ist
y'=A)-y

ein lineares homogenes System von Differentialgleichungen 1. Ordnung. Sei b : I — R™ stetig.
Dann

y'=A(z)-y+b)
inhomogenes lineares System von Differentialgleichungen 1. Ordnung.

Fiir spéter: Auch Losungen ¢ : I — C™ betrachten. ¢ heifit stetig (differenzierbar), falls dies

" (86) 1o

S()

gilt. Entsprechend A : I — C"*™ b : I — C" zugelassen. Einheitliche Behandlung durch
K e {C,R}

Beispiel:

1. Seia=a; +1-as € C,

Bedeutet:

yitryy = (a+o-a2) (y1+0-y2)
= (a1-y1—az2-y2)+1-(az-y1+a1-ya)

Als System reeller Differentialgleichungen:

yi = a1°Y1 — a2 Y2
Y5 a2 - Y1+ a1 -y

ar —az\ (Y1
a2 a Y2

TN
RSN
N =
"
I

Losung:

y@) = ce
= c-e"™?.(cosaz-x+1-sinay-x)

Verifikation durch Ableitung.
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6.1 Satz: Losbarkeit lineares System DGL 1. Ordnung

Sei I C R ein Intervall, A : I — K™*™, b: I — K" stetig. Seien o € I, y° € K™. Dann gibt es
genau eine Losung ¢ : I — K" des Anfangwertproblems

Y =A@) y+bx)  ylwo) =y’
Beweis:
e Benutze Satz 5.3 auf Intervallen der Form [z, 2o + a] C I mit
I zosmo +a) x K" = K™, f(z,y) = A(z) - y + b(x)
. Wegen der Kompaktheit von [zg, 2 + a] ist
L := max{||A(z)|); x € [z0,70 + a]} < o0

Begriindung: = — A(z) stetig, daher z — ||A(z)]| stetig; K™*™ 5 B — || B| stetig, ||| B| —
Il < 1B -]

o Firzg <z <xz9+a,yycK"gilt:

|f(z,9) = flz,y)l = |A(z) (7 —y)
< [JA@)| - 17—yl
< L-[g-yl

Aus Satz 5.3: Anfangswertproblem 16sbar auf [zg, 29 + a]. Rest ,zusammenstiickeln®.

6.2 Satz: Lésungsraum linearer homogener Systeme DGL 1. Ordnung

Sei I C R ein Intervall, A : I — K™*" stetig. Sei
L:={p:I— K" pLésung vony = A(x) -y}
Dann ist L ein K-Vektorraum, dim L = n. Seien ¢, ..., ¢* € L. Dann sind dquivalent:
1. ¢!, ..., ¢" linear unabhingig
2. 3z € I : o (z0),-..,9"(x0)(€ K") sind linear unabhingig
3. Vo € I:¢Y2),...,o"(x)(€ K) sind linear unabhingig.
Beweis:
e L ist Vektorraum: Die Abbildung
T:CHLK") = C(LKY), 9= ¢ —A() - ¢
ist linear. Es gilt: L = ker(T"). Also L Vektorraum.
e Fiir alle z¢ € I gilt: Die Abbildung
R:L—K" ¢ o(z)
ist linear und bijektiv.
1. Linear: Klar (Punktweise Addition)

2. Surjektivitat: Ist y € K", so gibt es eine Losung ¢ des Anfangwertproblems

Yy =Ax)-y  ylzo)=1°

Dann Ry = ¢p(zg) = 1°.
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3. Injektivitdt: Ist Ry = 0 mit ¢ € L, dann ¢ Losung des Anfangwertproblems
Yy =A@y  ylze)=0
Also ¢ = 0 wegen Eindeutigkeit.
e Damit dim L = n, da L und K" isomorph sind.
e Aquivalenz von (1)-(3): Vektorraumisomorphismen erhalten lineare Unabhingigkeit.
Bemerkungen:
1. Basis von L: Wihle xg € I, 16se Anfangswertproblem
y =Ax)-y  ylxo) =ex
Damit . Dann ¢!, ..., p" Basis von L.
2. Seien ¢, € C([0,1];R). Dann moglich: ¢, linear unabhingig, aber ¢(x),v(x) linear
abhéingig fiir alle z € [0, 1].
Beispiel: ¢(x) = 0 fir « > %, Y(x) =0 fir z < %, aber ¢, # 0.
Definitionen:

e Sei I C R ein Intervall, A : I — K"*" stetig. Losungsbasis (Fundamentalsystem von Lésun-
gen) der Differentialgleichungen 3’ = A(z)y: Basis ¢!, ..., ¢" von L.

1

e Fundamentalmatrix: ® = (! ... "), wobei ¢!, ..., " Losungsbasis

e Sei zg € I, ® Fundamentalmatrix mit ®(xg) = E, heifit Losungsmatrix fir ¢y’ = A(z) -y zum
Anfangswertproblem in xzq

Bemerkungen:

e Sei ® eine Fundamentalmatrix zu y’ = A(z) - y. Dann
L={®() -;ce K"}
e Sei ® eine Losungsmatrix zum Anfangswertproblem in xy. Dann fiir y° € K",
o:x— o) -y°
e Ist & Fundamentalmatrix, dann
z = O(x) - d(20) "

Losungsmatrix zum Anfangswertproblem in zg. (®(zo) invertierbar nach Satz 6.2)
Beweis: ®(xzg) - ®(x9)~! = E,,. Spalten ®(.) - ®(x9) ! sind Losungen.

6.3 Satz: Lésungsraum linearer inhomogener Systeme DGL 1. Ordnung
Sei I C R ein Intervall, A : I — K"*" b: [ — K" stetig. Sei L. wie oben. Sei
L; = {p: ¢ Losung von y' = A(z) -y + b(x)}

Sei ¢g € L;. Dann gilt:
Li =40+ L (= {0+ pi;pi € L})

Beweis: Klar. (Lineare Algebra)
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6.4 Satz: Variation der Konstanten

Sei I C R Intervall, A: I — K"*" b: T — K" stetig, ® eine Fundamentalmatrix von ¢y’ = A(z) - y.
Dann erhélt man eine Losung ¢ von y' = A(z) - y + b(x) durch den Ansatz:

Beweis:

e Aus ¢ = & - ¢ folgt:

P = () clx)+P-d(x)=A-P-c+D-
Ap+b = A-®-ctb
Gleichsetzen:
W= A+
- = b
dx) = & (z)-bx)

o
—
S5
N
I
ﬁ
}e:
—
—
~
=
S
—~
~
N
QU
o~

mit xg € I beliebig.
e Da man dies riickwérts rechnen kann, erhélt man mit diesem c eine Losung ¢ = @ - c.
Bemerkung;:

1. Losung des Anfangwertproblems

y' =Ax)-y+b(x)  y(wo) =3°

ist

(Variation-der-Konstanten-Formel)
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Lineare Systeme 1. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

Sei A € K"*". Wie findet man eine Losungsbasis von 3’ = A - y?

1.

2.

Ansatz:
p(r) =™ c
mit ¢ € K” fiir Losungen. Dann:

o'(z) = A-edTezert A
=A-¢c = Ac

d.h. X Eigenwert von A zum Eigenvektor c.

Ansatz: e* fiir Fundamentalmatrix

Bemerkungen:

1.

2.

Eigenwerte bestimmt man als Nullstellen des charakteristischen Polynoms
p(N) =det(A—X-E) =0

Fiir K = C besitzt p(A) n Nullstellen (bei entsprechender geometrischer Vielfachheit),
pA)=(A=A1) (A=)
mit p(A;) =0 fiir ¢ = 0,...,n nach Fundamentalsatz der Algebra.

Sind A1, ..., A\ voneinander verschiedene Eigenwerte und c',...,c* zugehérige Eigenvekto-
ren, so sind c¢!,...,c* linear unabhingig. (Damit auch ¢! = e . ¢; fir i = 1,...,k sind
linear unabhéingig.)

A diagonalisierbar < 3C € K"*" reguldr: C~! - A - C diagonal (d.h. A #hnlich zu einer
Diagonalmatrix) < Es gibt Eigenwerte A1,..., A, von A mit zugehorigen Eigenvektoren
c',...,c", die linear unabhiingig sind.

Begriindung: Ist A eine Diagonalmatrix, C regulir mit C' = (c!...c"), so bedeutet

A-C = C-A
(A-c1 A-c") = ()\1'61 )\n-c”)
dass diese Spalten c',...,c" von C Eigenvektoren zu Eigenwerten \q,...,\, sind.

Fiir K = R, A symmetrisch = A diagonalisierbar (Analysis IT)
Fiir K = C, A hermitesch = A diagonaliserbar, alle Eigenwerte reell
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7.1 Satz: Lésungen mit Eigenvektoren

1

Sei A € K™ und seien )y, ..., )\, Eigenwerte von A mit Eigenvektoren c!,...,c* (linear un-

abhingig). Dann sind _ _
Ol(x) =ehi®. ji=1...,k

linear unabhiingige Losungen des Systems y' = A - y. Ist A diagonalisierbar, so ergibt sich eine
Losungsbasis.

Beweis:

e 7 Losungen siehe oben. ¢!(0) =¢,...,»"(0) = ¢ linear unabhiingig.
Beispiel:

1. Sei

A:G —01) :>(A—)\-E)=(_1/\ j)

det(A—X-E)=A2+1=0
K = R ungiinstig, obwohl A € R?>*2, Fiir K = C:

Eigenwerte:

/\1/2 =4

Eigenvektoren:

Losungsbasis:

@ = (1) a0 = (5] =a@

Da A reell ist, gibt es auch eine reelle Losungsbasis. Erhélt man aus @1, @a:

@) = 5 @) +eale) = (Gor) =R ()
b)) = 31w = (05 =360

Damit Fundamentalmatrix:

cosr —sinx
P(x)=1 .
() sinz  cosx

Bemerkungen:
1. Ist
Al 0
A=
0 An
dann
et 0
(D = .
0 etn®
Fundamentalmatrix von ' = A - y.
Iss A=C-A-C~!, dann
eh” 0
O(x)=C- .c™!
0 ehn®
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Fundamentalmatrix von y’ = A -y, denn

eM® 0
d'(x) = C-A c!
0 eAn
e 0
= C-A-Ct.C- c!
A 0 e

2. Fiir nicht-diagonalisierbaren Fall: 2. Ansatz verwenden.

7.2 Satz: Matrixnormen

1. Auf K™*" gind die Matrixnormen ||.|| und [.|2 dquivalent, wobei

Al = sup{|A-z|;2 e K", |z| <1}
n 3
|A|2 = Z \ajk|2
J.k=1

Genauer:

Al < A]z < v/n - || A
Der normierte Raum (K™*™ |.||) ist vollstandig.

2. Fiir A, B € K™"*" gilt:
1A- B[ <Al -IB]

Beweis:

1. Fiir [JA|| < |Al2: Sei z € K7, dann:

AP =Y

=1 k=1
s z(zmjm)(zw)
j=1 \k=1 k=1
= A |z?
=4 < JA]

Fiir |[Als < /n-||A|: Fir k=1,...,n gilt:

[A-erl? < [|A2

n

D lal < 1A

j=1
= A < n- AP

Da (K™*™ |.|]2) vollstandig ist, ist auch (K™*™,|.||) vollsténdig.
2. Fir x € K™

[A-B-z| < |A]-[B-z| <[|A] - [|B] - ||
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7.3 Satz: Exponentialfunktion mit Matrix

Fiir A € K»*™ ist die Reihe
— 1
A._ k
=> 54
k=0
absolut konvergent in (K™*", ||.||),d.h

— 1
E R | A¥|| konvergent
k=0

daher konvergent. Sind A, B € K"*" mit A- B = B - A, dann:

A+B _ A B

e
Beweis:

e Wegen ||A¥|| < ||A|* (Satz 7.2.2) gilt:

Zki | A Zkl |A|I* = el < 00
k=0 k=0

Absolute Konvergenz = Konvergenz. Beweis:

— Sei X ein Banachraum, (zj) in X mit

oo
D ] < oo
k=1

Sei € > 0. Dann existiert ein N € N:

k
VE>j>N:> ol <e
1=j

Fiir diese k,j folgt:

k j—1
dom=D
=1 =1

Also (Zle x1), Cauchy-Folge, daher konvergent.
e Aus A- B = B - A folgt:

(A+ B)* = zk: <I;)AJ Bki
j=0

damit Behauptung (wie in e*t¥ = e” - e¥).

7.4 Satz: Fundamentalmatrix mittels Exponentialfunktion

Sei A € K"*", Dann ist
O(z) =4 (x € R)

eine Fundamentalmatrix von
y=A-y

Beweis: (mit Begriindung fiir Exponentialreihe)
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e Als Picard-Iterierte fiir das Anfangswertproblem
Y'=A'Y Y(0)=E,

(in K"*" also ® : R — K™*™) ergeben sich:

() = E,

dl(z) = En+/ A-E,dt=E,+z-A
0

P (z) = En+/(A-t-A+A)dt
0

1,2
= En—|—x~A+?~A2

J )
) = .= T .
— j!
7=0
Fiir k£ — oc:
- NV
x) = i A
j=0
Beispiel:
1. Zum ,,diagonalisierbaren Fall* kontrér:
Al 0
Ao . | : *)
0 A

A ist n-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms. Eigenraum eindimensional (Basis-
vektor eq), denn

A-E,—A)-z = 0
0 -1 0

0 0
Sro=...=2, = 0 z1beliebig

7.5 Satz: Fundamentalmatrix fiir (A—\-E,,)™ =0

Sei A e K" A€ K, m € N mit
(A—X-E,)"=0

Dann ist eine Fundamentalmatrix von

Yy =A-y
gegeben durch
n—1 j )
bx) =Y (AN E,Y
=0’

Beweis:
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e Es gilt mit der Vertauschbarkeit nach dem vorherigen Satz:

(I)(l') B ex'A'En‘f‘w‘(A—XEn)
w3 TN En | ow(A=XEy)
Az > xj j
= (& .Zi‘.(A_A.En)
=0 7"
m—1 .Tj '
= " ﬁ.(A_)\.En)J
j=0 “/°
Bemerkung;:
e Fiir (*) gilt mit m = n:
0 1 0
1
0
0 0
/ 1
(A=X-E,) =
0
0 0
Damit Fundamentalmatrix:
Imfl
1 =z &=
(I)(J,‘) = 6)"1’ .
T
0 1
Losungsbasis:
1
1 A 0
p(r) = ev*- :
0
) 1
1 _ Az O O
P (.%') = € +x :
0 0
3 — A-x 502
pi(z) = e '(63+I'€2+?'61)
n—1
oM () = e>"$~(en+x~en_1+”_+ (7;17_1)'

ey ist Eigenvektor von A:
(A—X-E,)-e1=0
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ea,...,en heiflen ,iterierte Eigenvektoren®, ,, Hauptvektoren®

(A—/\-En)'eg = €1

(A=X-E)) e, = ep_1

7.6 Satz: Verallgemeinerte Eigenraume

Sei V ein Vektorraum iiber K, A : V. — V linear, Ay,..., A, € K mit Ay # A; fir £ # j,

my,...,my €N,

p(A) = (A=A)™ (A=)
p(4) =0

Seien V}, die verallgemeinerten FEigenrdume,
Vi :=ker((A — Mg - I)™*) k=1...,r

mit I als Identitdt in V. Dann:
V=VioWho...oV,

(direkte Summe: V; +...4+ V. =V und fiir © € V ist die Darstellung © = 1 +... 4+, mit z; € V;

eindeutig.)

Bemerkung:
o Ist
PN = A" 4 @ - AT L Fag
dann
p(A) = A" 4 a1 - A" 4+ 4ag- E,
Beweis:

1. Sind A\, p € K mit X\ # u, m € N, so ist A — X- I bijektiv auf ker(A — p- I)™. ker(A — - I)™
ist Untervektorraum, invariant unter A, d.h. fir x € V mit (A — p-I)™ -2 =0, dann

A—p-I)™- A z=A-A—p-I)™-2=0

Ohne Einschrankung: V = ker(A — p-I)™, p =0, A = 1. Dann Inverse von I — A gegeben

durch
T+A+ A%+ ... + AT

(Beachte A™ = 0).
2. Fir V=V, 4+ ...+ V,: Induktion iiber r
e Induktionsanfang: r=1, Klar, da

Vi=ker(\y —A)™ =V

e r—1—7r:Seizx eV, dann

(A= X)™ (A= Ar_1)™ " -z € ker((A, — A)™)

da p(A) -z = 0. Nach (1) gibt es x,. € V., sodass

(A=X)™ (A= X))z, =(A=X)™ (A=) e
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d.h.
r—x, €ker((A— )™ - (A—X\_p)™ )

=V
Mit A" := Aly, p’(A) = (A =A)™ - (A= Apq)™ 1 gilt p’(A’) = 0. Nach Induktions-
voraussetzung:
Vi=Vi+...+V,_;
also existieren zp € Vi, fir k=1,...,r — 1 mit
T—Tp =21+ ... +2p_1
3. Summe direkt: Seien z; € V; (i =1,...,r) mit
S =0
i=1
Dann:

0 = (A=X)™ - (A=X_)" 1. (Zr: xl>
= (A=X)™ (A= Ay)™ Lz,
mit
Var € Vit (A= Xp)™ -2, =0
Da (A — \;)™* bijektiv auf V,. ist &, = 0. usw. Also ; =0 firi=1,...,r.
Bemerkung:

o Sei A e K™ p(A) = (A=A1)™ -+ (A= A,)" Polynom mit p(A) = 0. (z.B. chrakteristisches
Polynom von A (Satz von Cayley-Hamilton) oder Minimalpolynom (und K = C)). Seien
Vi wie in Satz 7.6, K®» =V, & ... & V,, seien Py,..., P, die entsprechenden Projektionen
(P? = Py).

7.7 Satz: Exponentialfunktion mit Matrix Il

Mit obigen Bezeichnungen:

T mk—l x]
ezA = Z 6)\1”9: Z F (A — )\k-)j Pk
k=1 =0
Beweis:
o Wegen
E,=> P
k=1
gilt

k=1
P APk — e/\k~w . ex~(A—>\k) . P
S
= e Y AP
e - k k
|
=0 "
mk—l x]
_ Ak j
= e — (A=) - Py
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Bemerkungen:

1. Ist A diagonalisierbar, dann gilt (A — A\;) - P, =0 fir k=1,...,r.

r
er-A — 2 e)\k-:cpk
k=1

Losungsbasis zu ¢/ = A-y: Fiir 1 < k < r sei € fiir j = 1,...,ny, mit dimVj, = n;, Basis

von V},. Dann
i=1.. . ngk=1,...,r

Losungsbasis.

2. In der Praxis kann man vermeiden, die Py zu berechnen, vgl. folgendes Beispiel.

Beispiel:

1. Lose

Charakteristisches Polynom:
XA+ A+1=0

Eigenwerte:
A =-1 Agy3 =1

also my = 1, mo = 2. Eigenvektoren:

-3 -5
C1 = 0 02 =1|-2
1 1
Damit Lésungen:
ylzea:.cl y2:e:c 02
Ansatz fiir weitere Losung:
ar+b
yla)=¢€e"- [ cx+d
exr+ f

Einsetzen in DGL:

ar+b a ' (2a +2c+ 9e) - +(2b+ 2d + 9f)
cx+d| + - (a+3e) -2+ (b+3f)
et f (—e—e)-z+(—d— )

lineares Gleichungssystem mit 6 Gleichungen und 6 Unbekannten. Losung:

o o
I

a 0
b -0 )
c -3 0
gl =7 -2 +s- 9 (s,r €R)
e -1 0
f 10 1
Dann:
—bx —3 -5
ylz)=r-[ 2z-1] +s-| -2
T 1
Firr=1,s=0:
-5 — 3
vr)=e" [ 221
x
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Jetzt: Wie kann man P; berechnen? Seien A € K™*™, p mit p(4) =0, V1,..., V., P1,..., P, wie

vor Satz 7.7, .
Aij(A—AkmE)j-Pk kzl,...,r;j:O,...,mk—l

7.8 Hilfssatz: Polynomberechnung

Fiir Polynome q gilt:

Bemerkungen:
1. Falls man Ay; kennt, kann man q(A) leicht fiir Polynome hoher Ordnung berechnen.
2. Hilfssatz ist niitzlich zur Berechnung von Ay, insbesondere fiir P, = Ayo. Nimmt man
g N =1,=\,..., = "1

mit

so erhélt man m Gleichungen, fiir m unbekannte Ay;. Dann Eliminieren.

Oder, als Beispiel: Sei
P = (A=) (A= A2)?

Fiir g(A) = (A — X\2)%:

(A=X)? = (M—X)-P
1
=P = — (A= )\)?
1 Oy =) ( 2)
P, = E,—P
A21 = (A — )\2) . PQ
Beweis:
e Es gilt:
q(A) =) q(A) P
k=1

Taylorentwicklung an Ag:
©)

(!)\k) (A=)

q(A):Zq

J=0 J
(endliche Reihe, da Polynom). Damit:
> ,(7)
g7 (k) :
o) Pe= 3 0D 4 sy
J=0 =0 fiir j>my
me L oG) () ,
> L 4 pp,
=0 7

Beispiel:
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1. Sei

(Vergleich Beispiel 1 nach Satz 7.7). Dann
P = +1) - (A-1)?
Mit g(A) := (A — 1)? gilt:

3 -9 -3
(-1-1)*P = (A-E)’=(0 0 0
-1 3 1
L (19 3
=P, = Es—P1=Z' 0 4 0
1 -3 3
Damit:
e (3 -9 3\ . (1 9 3\ 5 -5 15
ew-A:T. 0 0 Of+—-f0 4 0)+—-a-{2 -2 6
-1 3 1 1 -3 3 -1 1 -3

Bemerkungen zum Minimalpolynom, Satz von Cayley-Hamilton. Sei A € K™*™.

1. K™*™ ist endlich-dimensional, daher gibt es m € N, minimal, sodass E", A, ..., A™ linear
abhéngig:
A" 4 a1 A 4 4 ag-E,=0

Damit p(A) = 0 fir
PN = A" 4 a1 - AT L Fag
p heifit Minimalpolynom.
2. Satz von Cayley-Hamilton: Es gilt:
A Aug = det AF,

Damit:
(A-Ep,—A)- (AN E, —A)gqgj =det(\- E, — A)-E,

MP EP

mit

e MP: Matrixpolynom
Cre1- A" 1+ +C1- A+ Co

e EP: Eigenwertpolynom von A
A" ap_ - N+ tag = pa(N)
Mit Koeffizientenvergleich:
A E,=C,1
AT g By =Chg — A-Cp
A2 . a9 E,=Ch5—A-Ch_s

AN a1-E,=Cy—A-C4
ANy E,=-A-Cy
Multiplizieren mit A%, dann aufaddieren:
pa(A) =A"+a, - A" '+, . 4ay-E,=0

Insbesondere: m < n.
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3. Sei K[\] Polynomring mit Koeffizienten in K. Dann ist
J = {p € K[A;p(4) = 0}
ein Ideal in K[A] (J Unterring, K[A\]J C J). Da K[)\] ein Hauptidealring ist, gibt es also

p € K[\ mit J = K[A] - p. Insbesondere gibt es ¢ € K[A\] mit p4 = ¢ - p (p: Minimalpolynom)
und p teilt p4.
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Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Sei I C R ein Intervall, ag,...,a,—1 : I — K stetige Funktionen. Dann
y ™ fan 1 (x) -y 4 fag(z) -y =0
homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung. Ist b: I — K stetig, dann
y™ +apa(@) -y 4+ +ag(n) -y = b(x)

inhomogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung.

8.1 Satz: Lésungsraum + Ldsbarkeit

Seien Voraussetzungen wie oben. Dann gilt:

1. Seien ¢ € I, 43, ...,y%_; € K. Dann gibt es eine eindeutige Loésung ¢ : I — K des Anfang-
wertproblems

Yt an (@) -y tagy = b(x)
y(fL’o) = 987 s 7y(n—1) (IO) = y2—1
2. Sei
L:={p: I — K;pLosung der homogenen Gleichung}

Dann ist L ein n-dimensionaler Vektorraum.

3. Sei
L; :={p: I — K;pLoésung der inhomogenen Gleichung}

Fiir jedes ¢ € L; gilt dann:
Li=¢+L={)+ppecl}
(affiner Teilraum)

4. N Losungen @1, ..., ¢, € L sind genau dann linear unabhéngig, wenn fiir ein (alle) x € I die
Wronski-Determinante

o1() ¢n()
W) = det @1 (z) o ()
P (x) ol (x)

ungleich Null ist.

Beweis:
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e Die inhomogene Gleichung ist dquivalent zu inhomogenen Systemen

y() = W
y/1 = Y2
/
yn72 = Yn—1
Y1 = —ao(®) Yo —...— an—1(z) - yn_1 + b(x)

in dem Sinn, dass jeder Losung ¢ der Differentialgleichung eine Losung

sD/
4
So(nfl)
des Systems entspricht und umgekehrt.
e Auch: Die Abbildung (fiir b = 0):

~

J: LGleichung N LSystem L
H(n=1)
ist Isomorphismus der Vektorrdume.

e Daher folgt 1. aus Satz 6.1.3 und 2. folgt aus Satz 6.2.

e Fiir 1,...,¢0, € C"Y(I): ¢1,..., 9k linear unabhingig

1 Pk
o1 e
& . ey . linear unabhéngig
n—1 n.fl
) A
1 Pk
/ /
1 Pk
Sdrel: . (x),..., . (z) linear unabhingig
n-1 -1
o o

der 2. Schritt folgt, falls ¢; Losungen der homogenen Differentialgleichung mit Satz 6.2. Fiir
k = n folgt 4.

e 3.: Lineare Algebra (Satz 6.3)
Bemerkung:

e Eine Basis von L in Satz 8.1 heifit Losungsbasis (Fundamentalsystem).
Beispiele:

1. Legendre’sche Differentialgleichung: Auf (—1,1) fir n =0,1,2,...:

(1—2%)y" =22y +n-(n+1)-y=0
Eine Losung davon ist das Legendre-Polynom vom Grad n,
P, (z): 1 (;;)" (2?1

T on )
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2. Hermitesche Differentialgleichung: Auf R fiir n =0,1,2,...
y' —2xy +2n-y=0

Eine Losung ist das Hermite-Polynom vom Grad n,

Hy(z) = (—1)" - e - (d> " e

(siehe Forster, Analysis IT, S. 132)
3. Laguerrsche Differentialgleichung: Auf (0, 00) fir n =0,1,2,...
zy' +Q-2)-y+n-y=0
Losung sind die Laguerre-Polynome vom Grad n,
d\" e
Ly(z) :=¢€"- <dm) (™ - e™")

4. Besselsche Differentialgleichung: Auf (0, 00) mit Parameter p € R,
1 2
y'+ =y + (1—132) y=0
x x

Losungen heiflen Zylinderfunktionen der Ordnung p. Spezielle Basis: J, (Besselfunktion p-ter
Ordnung) bzw. N, (Neumann-Funktion p-ter Ordnung). Fiir Jy, Ny siehe Forster, Analysis

II. Fiir p = %, %, g: Ubung.

Bemerkung:

e Variation der Konstanten:
y(") +an_1(x) -y(”_l) +...+ag(z) -y =0bx)

auf Intervall I C R. Sei ¢4, ..., ¢, Losungsbasis der homogenen Differentialgleichung. Suche
Losung der inhomogenen Gleichung in der Form

p(x) = c1(z) - p1(x) + ... + cn(@) - ()
Dann:
Pa) = @) pr(@)+... + () n(e)

(@) = d@)-pi(@)+... 4 (x) o (x)

+er(@) - @ (@) + .o Fen(n) - Pl (a)

e V(@) = ) o (@) -

20
+er(@) " (@) + L+ enla) - oY ()

bisher: (n-1) Gleichungen fiir n Unbekannte. Schliefilich:

b(l‘) (p(n) (l‘) + Ap_1 * gp(’ﬂ—l) (l‘) + ... + ag - @
/
C

(@) @" Y (@) - oD ()
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(Restliche Terme entfallen, da ¢; Losungen der homogenen Differentialgleichung). Damit

inhomogenes lineares System von n Gleichungen fiir ¢} (z),. .., ¢, (z) mit Koeflizientenmatrix
pr(z) o pn(@)
1 1
o @) el (@)
reguldr (Wronski-Determinante). Auflésen nach ¢}, ..., c,. Integrieren.
Beispiel:
1. Fiir
y// _ y/ — "

ist Losungsbasis:

Ansatz:
o) = c1-pr+ca-pa
= ¢'(x) = i rprtogpaten-glte gy
—_——
o0
=@ —¢ = vt bt tapi—api - w
0
Damit lineares Gleichungssystem:
L oe®\ (e _ (0
0 e* ) \e”
=cd =1 — co(r) =2
g = =€ — c1(z) = —€®

Damit spezielle Losung:
plr)=—€e"+xz- e

Allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung;:

plz)=c1+co-e*+x-e”—e€" (c1,c2 € R)
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Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

Typ: @n_1,...,a9 € C,
y(n)+an71.y("*1)+.“+ao.y:0

auf I = R. Mit dem Polynom
p(N) =N+ a, - N+ +ag

und dem Differentialoperator
J:C®R) = C®R): frf

wird die Differentialgleichung zu
p(@)y =0
p heifit das charakteristische Polynom der Differentialgleichung p(9)y = 0.

9.1 Hilfssatz

Sei A € C. Dann gilt:

Beweis:
Mt = Mer®

9.2 Satz: Lésungsbasis bei n verschiedenen Nullstellen

Das Polynom p habe n verschiedene Nullstellen Aq,..., A, € C. Dann bilden

)\1~x

o1(z) =M, on(x) = e T
eine Losungsbasis von p(d)y = 0.
Beweis:
® ¢1,...,¢, Losungen: Klar mit Hilfssatz 9.1.
e Lineare Unabhéngigkeit: Es folgt mit
P r(x) = Nor(@)

die Wronski-Determinante

1 1
A An
w(0) = .
AP At
= J[v-=x)#0
i>j

49



(Vandermondsche Determinante). Anderer Beweis siche Hilfssatz 9.5

Beispiel:
1. Schwingungsgleichung;:
y'+w?-y=0  (weR\{0})
Dann
p(N) = M +w? L
(,01(37) — Wz 302($) — o Wwa
reelle Losungsbasis:
Pi(z) = Re(pi(z)) = coswz
Pa(z) = Im(pi(x)) =sinwz

Hat p nicht n verschiedene Nullstellen, braucht man weitere Losungen.

9.3 Satz: Losungsbasis bei einer Nullstelle

Sei u € C, p(\) = (A — u)™. Dann hat die Differentialgleichung p(9)y = 0 die Losungsbasis:
M et g et
Beweis:

e Fiir 4 = 0: Dann sind 1,z,...,2" ! Losungen von y(™ = 0 und linear unabhiingig, daher
eine Losungsbasis.

e Allgemeines p: Fiir f € C*(R) gilt:
(O —p)(f-e"™) foet®
@ —p)F(f ety = f) . ena

Also sind e# @ x-et® ... a""1.ef® Losungen von p(d)y = 0. Lineare Unabhingigkeit: erster
Teil des Beweises.

Bemerkung;:

e Da p(0)y = 0 konstante Koeffizienten hat, folgt aus ¢ € C™(R), p(9)¢ = 0, dass ¢ € C*°(R).

9.4 Satz: Losungsbasis fiir p(0)y =0
Sei p(A) = A" + ap—1 - A"l 4+ ..+ ap und p habe die voneinander verschiedenen Nullstellen
A, ..., A, mit Vielfachheiten nq,...,n,, d.h.

PA) = (A= A)™ - (A= Ap)™
Dann besitzt die Differentialgleichung p(9)y = 0 die Lésungsbasis:

@kj(x):xj'e’\’““ k=1,...,77=0,...,m — 1
Beweis:
e Anwendung von Satz 7.6 mit
(V=)L :={p € CF(R),p(d)y = 0}
Nach Satz 8.1.2 ist

dmL =n= an
k=1
Dannist L=1,®...® L,, wobei

(Vi =)L = ker((0 — A\x)"™)
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e Nach Hilfssatz 9.3 ist

A

e ’“'w,x~e Ak

Ak ne—1
5 -

.y T -e

Basis von L. Vereinigung der Basen von Lj: Basis von L.
Beispiele:

1. Lose
y"+2y’+y:O

Charakteristisches Polynom:

N42A+1 =
s A+1)? =
= )\1/2 = -1
Damit Losungsbasis:
pr(x)=e"" pa(x)=x- - "

2. Schwingung mit Dampfung:
m-j+B-y+k-y=0
Dann
pA)=m-N+B8-A+k = 0

153 1
A = —+ —" 2
1/2 2m  2m b

(a) 1. Fall: 82 < 4km:

My = Bl o

2m  2m
1
p1(t) = e~mt . cos <2m\/4mk - B2 t)
1
wa(t) = e~ sin (2m\/4mk — 32 -t)

geddmpfte Schwingung (schwach geddmpft),
T =4r-m- (4mk — %) 2

(b) 2. Fall: 8% > 4mk:

)\1/2 = *%i\/,@2*4km
B Nk

(—%4- B2—4km) it

po(t) = e
periodischer Grenzfall
(c) 3. Fall: 8% = 4mk:
pi(t) = et
pa(t) = toeTEnt

aperiodischer Grenzfall (kritische Dampfung)

Bemerkung;:
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e Losung fiir gewisse Inhomogenitéaten:

p@y=y™ +.. . +a=e"
Ansatz:
o) = c- e

falls p(A) # 0. Dann:

c-p\)-eNT = M
1

c = —
p(A)

Falls A Nullstelle von p(\) der Ordnung k, dann Ansatz

mit h Polynom vom Grad j.

e Ubung: Fiir
cos Bx

b(x) = e*” - pi(x) - {

sin Sx

wobei A = «a + 18 m-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist und p; Polynom
vom Grad k, wihle Ansatz

y(x) = e ((Ag - 2" 4+ ...+ Ag) - cos Bz + (B - 2" 4+ ... + By) - sin fz) - 2™

Beispiele:

1. Fiir
y//+2yl+y:e—$

wahle Ansatz

ox)=c-2% e "
Dann:
o' (x) c-e "2z —2?)
" () c-e " (2% —da +2)

I
I

2. Fiir

1 -
y'+2y +y=sinz = % (e —e™™)
1

wiahle Ansatz
o) = - e +eg-e™®

= (¢1-COST+ Cy-Sinx
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3. Differentialgleichung vom Euler-Typ:
2y g,y 4 pag oy =0

auf (0, 00). Ansatz fiir Losungen

p(z) =2
fiihrt zur charakteristischen Gleichung
p(A) = A A=1---A=Mm=1)4ap—1-A-A=n—=-2)+...4a
<0
Ist A1 eine ki-fache Nullstelle, dann Lésungen
2 ™M Ingx, ... 2™ - (Inz) !

So Losungsbasis.
Beweis:

e Zuriickfiihren auf Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten durch

Substitution z = e,

2(t) = y(e)
) = e -y(eh)
(0 —1)02(t) et y"(e")
@—(n—1))...(0-10z(t) = et yM(eh)

Differentialgleichung von z, n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Losungen:

Mt gLt gkl

I
—~

~
~

=y(t) = xAl, (Inz) - ;r)‘l,. o (lnac)kl*1 LM
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Existenzsatz von Peano

e bisher: Existenz und Eindeutigkeit mit Lipschitz-Bedingung

e Fiir stetige rechte Seite: Existenz

10.1 Satz von Arzéla-Ascoli

Sei I C R ein kompaktes Intervall und sei (f,,) in C'(I) mit
1. (fn) beschrinkt, d.h.

sup || fr [loe < 00
neN

2. (fn) gleichgradig stetig (in jedem Punkt), d.h.

Ve e IVe > 030 >0:Vy € Imit |z —y| <0,Vn e N: |fu(z) — fu(y)| <e

Dann existieren f € C(I) und eine Teilfolge (f,,) mit ||, — flloo — 0 (j — 00). Aquivalent: Dann
existiert eine ||.|loo-Cauchy-Teilfolge von f,,.

Beweis:

1. Sei e > 0. Zeige: Es gibt Teilfolge (fy;) mit ||fn;, — fu,lloc < € fiir j,k € N.

Zu jedem x € I existiert §, > 0 gem#B Eigenschaft 2. Die offene Uberdeckung (B(z,d,))zer
von I besitzt eine endliche Teiliiberdeckung B(21,0y,), - - - , B(Zn, 0z, ). Es gibt Teilfolge (f,,)
von (fy), sodass (fn;(z4)); konvergent fiir ¢ =1,...,n. Ohne Einschrankung ist

|fnj (2q) = frun(xg)| <€
fir alle j,k €N, g=1,...,n. Zux € I gibt es ¢ € {1,...,n} mit v € B(z,,,,). Daher:

|fn; (@) = fi (2)] g (@) = s (€) 4 [ fn; (2g) = frie (29) | + [ frni (24) = Fini ()]

<
< 3e

Somit || fr; = fu,llee < 3¢ fiir alle j,k € N.
2. Nach 1. gibt es Teilfolge ( ,(Ll)) von (f,) mit
17D = Il <1 (mun €N)

Zu (f") gibt es Teilfolge (£$%) mit

1
152 = Pl <5 (mneN)
usw, ( ,(Lk)) mit
1
I =l < 7 (mneN)
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Die Diagonalfolge (f,(ln)) ist dann eine ||.||-Cauchy-Folge. (Sei k € N, dann fir m,n > k:

1
(m) _ gy < L
15 = £ o <

denn (ffln))nzk ist Teilfolge von (fflk))nzk.
Definitionen:
e Seien XY metrische Riume, M C C(X,Y), xo € X. M heifit gleichgradig stetig in xq

Ve >036 > 0:Ve € Bx(x0,0)Vf € M : f(x) € By (f(x0),¢)

e M gleichgradig stetig :< M gleichgradig stetig in jedem Punkt xy € X
e M gleichmif8ig gleichgradig stetig

& Ve>030>0:Vo,y € Xmitdx(z,y) <oVfeM:dy(f(z), f(y) <e

Bemerkungen:

1. Sei X ein metrischer Raum, M C Cy(X) = {f € C(X); f beschréinkt }, z9 € X, M gleichgra-
dig stetig in zo. Dann ist M-I~ gleichgradig stetig in zo. (Zu £ > 0 gleiches §).

2. Andere (etwas allgemeinere Form) von Satz 10.1: Sei X kompakter metrischer Raum, M C
C(X) eine abgeschlossene Teilmenge. Dann sind dquivalent:

(a) M beschrénkt, d.h.
sup || f]loo < 00
feMm

und gleichgradig stetig.
(b) M folgenkompakt in (C(X),].|/co)
(¢) M kompakt (als Teilmenge des metrischen Raumes (C(X), ||.||c0))

Zum Beweis:

e 1 = 2: Wie in Beweis von Satz 10.1
e 2 & 3: Gilt allgemein (Analysis 2)
e 3=1: Ubung

10.2 Satz von Peano
Seien xg,yo € R, a,b > 0, f : [xg,x0 + a] X [yo — b, yo + b] — R stetig. Fiir
M :=max{|f(z,y)[;z0o <z <zg+a,y0 — b <y < yo + b}
gelte a < %. Dann gibt es eine Losung ¢ : [zg, 2o + a] — R des Anfangwertproblems
v =fly)  ylo) =wo

Beweis: Ohne Einschriankung z¢o = 0,y9 = 0,a = 1.

1. Wir definieren ,approximative Losungen“ @1, o, .. .:
Fiir k € N sei ¢ (0) := 0,
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flir % < x < % fir j = 0,...,k — 1. (Sukzessive definiert auf den Intervallen (%,%],
(%, %] ,. ... Moglich, da

lpr(@)| <z M <b

¢k: Eulersches Polynom.) (¢} ) ist beschrinkt in C([0, 1]), da ||k |lcc < bund (¢ ) gleichgradig
stetig: Fiir z, 2’ € [0, 1]:

or(x) = pr(z)| < M-z —2a|  (k€N)
(Zu e > 0 wihle § = ) Nach Satz 10.1 gibt es eine gleichmiBig konvergente Teilfolge (¢, ),
ok, (x) = p(x)  (j = 00)
gleichmiBig fiir 0 < <1, p € C[0,1].

. aus 1 ist Losung:
Sei € > 0. Dann gibt es § > 0, sodass aus (z,y), (z',y') € [0,1] x [=b,b], |x — 2’| < §,
ly — y'| < ¢ folgt:

[f(z,y) — @' y) < e

(f gleichméBig stetig). Sei k € N, + < 4, + < <. Dann gilt fiir j =0,...,k—1,

oue) o (1) = [ seouienae
< [P(e(h)-reow)
(a: — i) e < % €

J+1.
<z < e

EalEN

IA

wegen .
Pk (i)—wk(t)’<;-M<§
Dann:
@k(x)—/o f(t,wk(t))dt’
< ew(@) = ox (i) f/l Ft, or(t)9dt| +
j—1 Z—l—l) (Z) i+1
- o ft, t))dt
o () e () - e
< ¢
Damit:

x

(@) —/ f(t,@k(t))dt‘ S0 (ko)
0

gleichméfig fiir 0 < 2 < 1. Fiir (¢g,) aus 1) gilt aber

iy (1) = p(x) (G = o0)

gleichméflig, daher auch

/ "t o) dt— / Cfhel)dt (G oo)
0 0

gleichméfig. Begriindung:
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o f(t, ok, (t)) = f(t,p(t)) gleichmaBig fiir 0 < ¢ < 1:
Sei e > 0. Sei § > 0 zu f, € geméf gleichméBiger Stetigkeit von f. Es gibt jo € N:
ok, () — ()| < 6

fiir 7 > jo und 0 <t < 1. Fiir j > jg folgt:

[f(En, (1) = f(80(D)] < &

fiir 0 < ¢ < 1. Damit:

‘/wf(t,sokj(t))dt—/xf(t,so(t))dt‘ < (2-0)- sup (f(t, o, (1) = Ft, (1))
0 0 T 0<t<z

3

IA

fir0<z<l1.

Damit:

o(z) - /Ow f(t, o) dt =0

denn

ek, (z) — / w flt,ox,)dt — 0 gleichmiBig fiir 0 <z < 1
0
+ 0
w(w)—/o flt,pt)dt = 0
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Stetige und differenzierbare Abhéngigkeit von
Daten

e Erstes Thema: ¢ Losung von Anfangswertproblem

/

v =f(zy)  ylzo) =9°

@ Losung von Anfangswertproblem

y' = flz.y)  y(@o)= 1o
mit f nahe bei f, g nahe bei xg, gg bei yo = @ nahe bei .
Beispiel:

1. Differentialgleichung;:
v =y=flay) y0)=1
Losung ist ¢(x) = e®. Sei (a,) € R mit a,, — 1, (y,,) € R mit y,, — 1. Differentialgleichung
y=any  y0)=uyn
Losung ist
on(x) =yp - e = e (n — o)
gleichméBig auf [—R, R).

11.1 Hilfssatz: Fixpunkt-Abschatzung
Sei (M,d) ein metrischer Raum, M’ C M. Sei ® : M’ — M eine strikte Kontraktion, d.h. es gibt
ke[0,1):
d(®(z), ®(y)) < k- d(z,y)
fiir alle z,y € M'. Sei g € M’ ein Fixpunkt von ®. Fiir alle x € M’ gilt dann:

e, 20) < - - d(, 2(2))

Beweis:
d(z,zo) < d(z,®(x))+ d(P(z), D(xo))
< d(z,®(z)) + k- d(z, x0)
= d@,a0) < —— - d(n, B(x))

58



11.2 Satz: N&dhe von Lésungen

Sei D C R x R" offen. Sei f : D — R™ mit Lipschitz-Bedingung und beschrénkt. Sei I C R
ein kompaktes Intervall, 7o € I, yo € R™ mit (x9,y") € D und ¢ : I — R" sei Losung des
Anfangwertproblems

v =flzy)  ylwo) =1y°

Dann gibt es C' > 0, sodass: Ist f : D — R™ stetig und beschrénkt, I C I ein kompaktes Intervall
mit xg € I, g € I, §° € R™ mit (Z0,4°) € D, ¢ : I — R" Losung des Anfangwertproblems

v =flxy)  y@) =7

so gilt -
16 = @lloo,7 < C - (lzo = Zol + |y° = §°l + |f = flloe,n)

(lipschitz-stetige Abhéngigkeit der Losung von Anfangsdaten und der rechten Seite)

Beweis:

e Sei ¢ die Lénge von I, L die Lipschitz-Konstante von f. Sei M := C(I,R™) normiert mit

-lloo, 2,20
9 ]lo0,2,20 := sup{e” " 1*7% - y(2)];2 € T}
(Morgenstern-Norm). Sei
M’ := {1 € M;gry C D}
Definiere ® : M’ — M: N
)@=y + [ f(t.o(e)
Zo

fiir 2 € I. Die Rechnung im Beweis von Satz 5.1 zeigt, dass ® eine strikte Kontraktion ist
mit I
k=—- (1 — e*a'e) =1—e 1t
!

unabhéngig von I.

e Firzel gilt:

P+ [ "t () di— P / " H(t o)) dt

x

=+ [ (Fep) - sty [ " f () de

0

IN

15° = 9°l + € 1LF = Flloo + 11fllow - [Z0 — o]
Damit gilt:
16 = 2(&)llos,Lawo < 15° =41 + £ 1f = Flloo + I flloc - |0 — zo

Aus Hilfssatz 11.1 folgt:

—L-¢

€ < ”95_90”00,137900
1
< — o= 2(¢ oo, L,z
< = 18— 2B looytan
——
eL-t
< e (15 = 1T = Flloo + 1Sl - 130 — wol)

Bemerkung;:
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1. Andere Formulierung der Aussage von Satz 11.2: Es existiert C' > 0 mit: Ist I C I Intervall,
xg € 1,39 €1, p: 1 — R" stetig differenzierbar, gr C D, dann

~ ~ o 5 ~
6=l <C- (Ixo — xo| + |§(Z0) — y°| +sup | f(z, §(x)) — varphi (93)>
zel

Beweis: Setze ~
fla,y) = f(z,y) — f(z,¢(2)) + ' (2)
=f

Umkehrung gilt auch: Wegen @’ (x)
nahe bei Losung)

(x,@(x)). (Idee der Formulierung: ¢ als , Fastlosung®,

11.3 Folgerung: Fluss autonomer Differentialgleichungen

Sei D C R™ offen, f : D — R™ erfiille eine lokale Lipschitz-Bedingung und fiir jedes y° € D sei das
Anfangswertproblem

v =1 y0) =4
auf [0, 00) 16sbar mit Losung y(¢;y°). Definiere fiir ¢ > 0:
O(t): D — D: @(t)(y°) = y(t:y")
Dann gilt:
o O(t) stetig (Satz 11.2) fiir alle t > 0
e $(0) =idp
e O(s)od(t) =P(t+s) fiirt,s >0

® heifit Fluss, mit ¢ = f(z,y) assoziiert.

11.4 Satz: Differenzierbare Abhangigkeit von Anfangswerten

Sei D C R x R™ offen, f: D — R™ stetig differenzierbar nach den y-Variablen (— erfiillt lokale
Lipschitzbedingung). Sei (zg,y°) € D mit ¢° := ¢(.,y°) als Losung des Anfangswertproblems

v =flzy)  ylxo) =1y°

auf [z9, 7o + a]. Dann: Es gibt ¢ > 0, sodass fiir [z — 3°| < ¢ (¢ € R") die Lésung ¢(., z) des
Anfangswertproblems
v =flzy)  ylzo) ==

auf [zg, o + a] existiert. Auf dieser Menge ist ¢(x, z) nach z differenzierbar und es gilt:
0 “ 0 7]
— =F — f(t, p(t - —(t,z)dt
59@ ) =Bt [ st ott2) - el

(Ableitung von
o) =zt [ fltolte)d
xo
nach z). Vergleich Walter, Gewéhnliche Differentialgleichungen, §10, X
Beweisskizze:

e Mit Satz tiber implizite Funktionen im Banachraum.
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e Sei U := R" offen Anfangswerte,

V={¢ € C([xg,z0+ a];R") : gro C D}

F:UxV = C(xo,zo +a];R") : F(z,p) = ox)—2z— /w ft,p(t))dt
Dann:

Flep)=0 & @)=x+ [ fpw)d
& pLosung des jWVP y = f(z,y) y(zo) = 2
Damit F(y°, %) = 0. F differenzierbar:
IF(z,0) =

b,
F(z0) () = - / 8% (b (t) - (2) dt

mit 9 F(z,¢) : C([xo,zo + al;R™) — C([xo,zo + a];R™) linear, stetig, invertierbar. Aus
Satz iiber implizite Funktionen im Banachraum: Da (y°, ¢") Nullstelle von F gibt es eine
Umgebung Uy von ¢° und ¢ : Uy — V stetig differenzierbar mit

VzeUy: F(z,9(2)) =0

d.h. g(2) = (., 2). (Damit fiir alle « € [z, z0 + a] g(2)(z) = ¢(z, ) nach z differenzierbar).
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Teil 11

Integration auf Mannigfaltigkeiten
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Untermannigfaltigkeiten von R"

e Ziel: Beschreibung von ,glatten® Teilmengen von R™, Verallgemeinerung von reguldren Kur-
ven

e Literatur: Forster 3

e Erinnerung: Sei U,V C R”. Diffeomorphismus ® : U — V bijektiv, ®, ®~! stetig differen-
zierbar.

Definition:

e Sei M C R", 0 <k < n. Dann heifit M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit :< Fiir
alle a € M existieren offene Umgebungen U von a, eine offene Menge V C R™", h: U — V
Diffeomorphismus mit

RUNM) =V N (R" x {0,_1})

e Eine (n-1) dimensionale Untermannigfaltigkeit heifit Hyperfldche.
Beispiele:
1. Sei f:(0,1) — R stetig differenzierbar. Dann ist
gr(f) = {(z, f(z));z € (0,1)}
eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit von R2.

h:(0,1) xR — (0,1) xR

() = ()
=twn = (oY)

)
hgr(f)) = (0,1)x0

2. Verallgemeinerung von 1: Sei U C R¥ offen, f : U — R™* stetig differenzierbar. Dann gr(f)
eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™.

h:UxR"™ 5 UxR'*
0) = ()
Y y— f(@)

(Jede Untermannigfaltigkeit ldsst sich lokal so darstellen, s.u.)

3. Sp_1:={z € R",|z| = 1} ist (n-1)-dimensionale Einheitssphére (auch: S*~1): (n-1) dimen-
sionale Untermannigfaltigkeit nach 2. (Alle ,, Koordinatenhalbssphéiren® sind wie in 2.)
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12.1 Satz: Charakterisierung von Untermannigfaltigkeiten

Seil <k<n-—1, M CR" Dann dquivalent:

1. M ist eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

2. (M ist lokal Nullstellenmenge oder M lokal durch Nebenbedingungen definiert) Fiir alle a € M
existiert offene Umgebung U von a, g : U — R"~* stetig differenzierbar, Rang ¢'(z) = n — k
firallex e U, MNU ={x € U : g(x) = 0}.

3. (M lokal Graph) Fiir alle a € M gilt: Nach geeigneter Umnummerierung der Koordinaten gibt
es offene Umgebungen U C RF von a = (ay,...,ax)7, U CR" von a = (@pst1y-. o an)T,
f:U— U stetig differenzierbar mit

MU x ) = gr(f) = {(&,8); 5 € U}

4. (Parameterdarstellung) Fiir alle a € M existiert offene Umgebung U von a, offene Menge
T C R* (,Parameterbereich“), eine reguléire Abbildung ® : T — R™ mit ®(7) = U N M.

(@ regulir ;< @ ist stetig differenzierbar, Rang ®'(t) = k fir alle t € T, ® ist injektiv,
0 1 ®(T) — T stetig).
Beweis:
1,1 =2¢
Seien a, U, V, h wie in Definition. Fiir
his1
g:= :
b,
gilt:
O hg+1 .. Onhg—1
g'(x) = : :
Orhn, ... Ophn
hat Rang n-k.
MNU={zeU;hgt1(z) =... = hp(x) =0}
2. ,2 = 3“ (vgl. Beweis fiir Lagrange-Multiplikatoren)
Seien a, U, g wie in 2. Da ¢’(a) Rang n-k hat, besitzt ¢'(a) (n—k) linear unabhéngige Spalten.
Nach Umordnung seien dies die hinteren (n-k) Spalten, d.h. 5= 9 g(a) ist invertierbar mit & =
(Tra1,---,2n)T. Beachte: M N U wird beschrieben durch Nullstellen von g. Aus Satz {iber
implizite Funktlonen Es existiert offene Umgebung U von @ und offene Umgebung U von a,
sodass U x U C U und f:U— U eindeutig, sodass
9(z, f(£)) =0
Damit: o
(,2) e MN(U xU) & g(z,2) =0 & = f(I)
f ist stetig differenzierbar.
3. ,3 =4~

Seien a, U, U, f wie in 3. Mit T:=U, U := U

folgt 4.

hat Rang k, ®~!(z) = 7 ist stetig.
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4. 4= 1¢

Seien a, U, T, ® wie in 4. Sei ¢ € T mit ®(¢) = a. Da ®'(¢) Rang k hat, gibt es k linear
unabhiingige Zeilen, o.E. die oberen. Definiere 1 : T x R~ — R,

0 (a0 1)

d'(E) 0
/ = A
fiir alle x € T x R"™% W/(c) ist invertierbar (Zeilen linear unabhiingig). Aus Satz der lokalen

Invertierbarkeit: Es existiert offene Umgebung Vi € T x R™™* von (c,0) so, dass ¢ : V; —
(V1) Diffeomorphismus. Da ® =1 : ®(T) — T stetig ist, ist

dann

P(Vin(T x{0})) = @({z € T; (#,0) € V1})

offen in R”

(relativ) offen in ®(T"), daher gibt es U; C R™ mit
Yy(ViN(T x{0}))=2(T)NU, =Mn({UNU)
mit -~ ~
U=yp(WV)NUNU; Vi=y¢~ ' L=y
gelten die gewiinschten Eigenschaften.
Bemerkungen:

1. M C R™ metrischer Raum mit Einschrénkung der Metrik von R".

2. Ist (X,d) metrischer Raum, Y C X, so gilt: A C Y relativ offen (d.h. A offen im metrischen
Raum Y) :< 3B C X offen (in X): A=BNY.

Definition:

e Sind T, ® wie in 4. von Satz 12.1 so heifit ® lokale Parametrisierung von M, &~ : (T) — T
heiBit Karte von M (lokale Koordinaten). Ist ®(7) = M, dann heifit ® globale Parametrisie-
rung.

Beispiele:
1. Einheitssphére S, _1,
g:RN\{0} = R:z — |z|]—-1

gradg(z) = ﬁ £0

Hyperfliche

2. Zur Erlduterung der Bedingung 2 in Satz 1.1: Situation wie in Beispiel 1,

{r;01(2) = g2() =0} = Sna
Randbedingung ist verletzt.
3. Sei 0 < r < R. Lokale Parametrisierung des Torus:

(R+7-cos?) - cosyp
P :R? 5 R : B(p,0) = (R+7-cos?) -sinep
r - sin?
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4. Die Menge
M = {($1,.’E2) € R2; 1<z <1l,z9 = |£E1|}

ist keine Untermannigfaltigkeit von R?: Ist U Umgebung von (0,0), g : U — R stetig diffe-
renzierbar, M NU = [g = 0], dann

(81 + 82)9(07 0)
(01 — 02)9(0,0) =

also ¢’(0,0) = 0. Damit 2. nicht erfiillbar.

5. Die Menge
M :=(0x(1,3))U((0,1) x 2)

ist keine Untermannigfaltigkeit. Warum
®:(0,1)U(1,3) — R* &(t) = {
keine Parametrisierung? ® ! ist nicht stetig in (0,2).

12.2 Satz: Parameter-Transformation

Sei M C R™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und seien ®; : T; — V; C M (j=1,2) zwei
Parametrisierungen mit V := V3 N'V; # (). Dann sind W, := @;1(V) offene Teilmengen von T} und
g:= <I>2_1 o ®y : Wi — W, ist ein Diffeomorphismus.

W

Beweis:

e Da V offen in M ist, sind Wy, Ws offen. g offenbar bijektiv (Komposition bijektiver Abbil-
dungen). Noch zu zeigen: g Diffeomorphismus.

e Ohne Einschrinkung: Wy, = Ty, Wy = Ty, Sei t1 € Th, a := ®1(t1), ta = @51(a). Nach
Definition der Untermannigfaltigkeit gibt es eine offene Umgebung U von a, W C R" offen,
h : U — W Diffeomorphismus mit
R(UNM)=Wn (R x{0}) =W x{0} W CR*
mit W’ offen. Ohne Einschrankung: V = U N M (V verkleinern). Nun
ho (I)j : Tj - W
bijektiv, stetig differenzierbar,

(ho®;)'(t) = 1 (®;(t)) - P(t)

66

Vorlesung: “Analysis III" von Jiirgen Voigt, Technische Universitdt Dresden, Wintersemester 2009,/10



hat Rang k fiir alle t € T; (j=1,2) und ist daher invertierbar. Aus Satz der lokalen Invertier-
barkeit:
ho®; :T; - W' j=12

ist Diffeomorphismus. Daher ist

710k = (@5 ok o (hody)
(hoq)g)_lo(ho@l)

ein Diffeomorphismus.
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Integration auf Untermannigfaltigkeiten von R"

Bemerkungen:
1. Seien a',...,a* € R". Dann heifit
((@'la?))ij=1,...k
Gramsche Matrix von a',...,a*. Sei A = (a'...a¥) € R™™*. Dann ist A([0,1]*) das von
a',...,a" aufgespannte Parallelepiped.

2. Ist k =n, so ist
voli, (A([0,1]%)) = | det A

Klar, falls a', ..., a* linear abhingig (dann 0), sonst mit Transformationsformel.

3. Es gilt:

AT A = ((AT-A-eilej))ij=t,..k
= ((A-elA-e5))ij=1,..k

ist symmetrisch und positiv definit, denn
(AT A-€e)=(A-¢A-9 =0

daher det(AT - A) > 0. Definiere

Y(A) = \Jdet(AT - A) = \[det((4 - e A - ¢)))

Fiir k = n gilt:
V(A) = |det A|
4. Ist k < n, so wird man ~(A) als k-dimensionales Volumen von A([0, 1]*) ansehen:
Betrachte zunichst den Fall A([0,1]%) € R* x {0}. Mit Q := (E}, 0) (Projektion auf erste k

Koordinaten) gilt dann:
QAT (QA) = AT-QT-Q-A=4"-A
= voli(QA([0,1]%)) = |det(QA)| = y(A)

Auflersem soll k-dimensionales Volumen orthogonal-invariant sein. Tatséchlich: Ist B € R™"*"
orthogonale Matrix, dann

(BA)YT . (BA) = AT.BT.B-A=AT.A
En
=7(B-4) = ~(4)

Definition:
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e Oberflachenintegral, ,,globaler Fall“:

Sei M C R"™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, ® : T — M mit T C R* offen eine
globale Parametrisierung. Sei f € Ce (M),

Co(M):={f: M — Rstetig;spt f ={x € M : f(z) # O}M kompakt }
Dann ist f o ® € Ce(T). Definiere
[ 1@ as) = [ @)@ o)

(unabhiingig von der Parametrisierung, siehe Satz 13.1)
Bemerkung;:

e Im Allgemeinen besitzt eine Untermannigfaltigkeit keine globale Parametrisierung

13.1 Satz: Wohldefiniertheit des globalen Oberflichenintegrals

Sei M C R™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Seien ®; : T; — M globale Parametrisie-
rungen fiir j=1,2. Fiir alle f € C(M) gilt dann:

; F(@1(t)) - (@1 (1)) dt = ; F(@2(t)) - v (P(2)) dt
Beweis:
e Voriiberlegung: Fiir A € R"*F B € R¥** gilt:
WA-BY? = det((AB)T - (AB))

= det(BT-AT.A-B)
= (det B)? - det(AT - A)
(A)? - (det B)?

e Nach Satz 1.2 ist g := <I>271 o &y : T1 — T» Diffeomorphismus. Es folgt:

/T @O @ O)d = | F(®alg(t) - Balg(t) o (1)
= [ S(®a(9() - 1(@(g(1) - det (0] dt
e | J(@a(s) - (@3(s)) ds

Beispiele:

1. Sei k=1, T = (a,b), ® : (a,b) — M C R™ Parametrisierung einer 1-dimensionalen Unter-
mannigfaltigkeit M. Dann ist ® ein regulidrer Weg:

2

Y@ (t) = Z ()] =|2'(t)]

Gewichtsfaktor wie bei Bogenlénge.

2. Sphire Ss.
O (—m,m) X (—E,E) - R3
2°2
=T
COS 1 * COS g
D(p1,p2) = sin ¢ - cos g

sin g
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® parametrisiert So bis auf

Son{r € R®xy=0,2; <0}

Damit
—sin() - cospa — COS 1 - Sin Y2
O (p1,02) = COS(p1 - COS (g  —sin(y - sin g
0 COS P2
2
T oxr . [(cosTp2 0
= ¢ . = ( 0 1)

= y(®'(t)) = Vdet®T - d' = cospsy
Oberflache von Ss:

VOIQ SQ = / 1 dS(l‘)
Sa

(!: S3 nicht vollstédndig parametrisiert, 1 ist auf M := ®(T) nicht in Ce(M)).
3. Allgemeiner fiir S,,_1: Polarkoordinaten

™ T

n—2
= —~ S, CR"
2’2) Sn—1 €

D, : (—m,m) X (
COS 1 - COS g - -+ COS P 1
Sin 1 - COS Y9 -+ + COS P —1
(bn((plw"aspnfl) = .
Sin @p_2 * €COS Yp_1
i p—1
Damit ist S,—1 bis auf ,Nahtstellen“ parametrisiert. Struktur:

(COS Pn—1- q)n—l(@lv LR @n—l))

(I)n((,Dl,...,Sanl) = sin @, 1

Pa(p1) = (COS (p1>

sin g

Die (n-1)-dimensionale Parametrisierung vo S,,_s wird mit cos ¢,—1 moduliert und in -
Richtung auf sin ¢, 1 verschoben. Oberfléche:

Op—1 = / 1dS(x)
Sn—1

Man erhilt (spéter):
Opn—1 =T"N"Wn

Bemerkungen:

1. M C R™ k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Dann M metrischer Raum, lokalkompakt,
d.h. fiir alle z € M existiert eine kompakte Umgebung.

2. Sei M lokalkompakter metrischer Raum, K C M kompakt, m € N, (Vj)jzl’wm offene Uber-
deckung von K. Dann gibt es (¢1,...,¢m) € Co(M) mit sptp; CV; fir j=1,...,m,

VxeK:Zgoj(x)zl

Jj=1
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(Partition der Eins auf K, untergeordnet (V;);=1,....m)

Beweis wie in Satz 35.4
Definition:

e Oberflachenintegral, allgemein

Sei M C R™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R"™. Sei f € C¢(M). Dann
gibt es lokale Parametrisierungen ®; : 7; — V; C M, wobei V; = ®,(T}) offen in M ist
(j=1,...,m), mit spt f C U;”Zl V; (wegen spt f kompakt). Sei (¢1,...,¢m) € Cc(M) eine
der Uberdeckung (V1,...,Vy,) untergeordnete Partition der Eins auf spt f. Fiir j =1,...,m
ist dann

wj - f€Cc(M) spt(p; - f) =V;
daher
/. w;(x)- flz)dS(z)

\Z

schon definiert. Dann
/M f(x)dS(z) ;:; /V o;(x) - f(z)dS(x)

e Wohldefiniertheit: Seien ), : S — Wy fir k = 1,...,1 lokale Parametrisierungen wie oben,
(A1,-..,0:) entsprechende Partition der Eins. Dann

/ o3(x)  Bulz) - f(z) dS(x)
VinWy

unabhéngig davon, ob mit ®; oder vy, parametrisiert wird (Satz 13.1). Daher

g /V (o5 )(x) dS(x)

I
NE

S~
tﬂN
i
s
=
&

o8

pea)
&

m 1
- ;k:1 /Vka(BIC ;- f)(x)dS(x)
l
= = ];/Wk (B - f)(z)dS(z)

13.2 Satz: Gewichtfaktor bei gr(f)

Sei T C R"! offen, f : T — R stetig differenzierbar. Dann gr(f) eine (n-1)-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit des R mit Parametrisierung

t1
é(th s 7tn—1) =
tn—l
flt1, .o tn_1
Es gilt:
V(@' () = 1+ |grad f|?
Bemerkungen:
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1. Sei A € R**("=1) 4 € R" zu den Spalten von A orthogonal. Dann
|det(Av)| =y(A) - v
Beweis:

AT

T
A4 o) (4 v) = (ﬂ) (A )
(AT A 0
o 0 vl v
= (det(Av))? = det(AT - A)-|v|?
2. Seien A,v wie in 1., w € R™. Dann

ldet(Aw)] = L4

Beweis: Ohne Einschrankung |v| = 1. Es gilt:

|det(Aw)] = |det(A(w|v)-v)]
= [(w[v)]-|det(Av)|

wegen
det(Aw — (wlv) -v) =0

Beweis von Satz 13.2:

e Es gilt:
1
P'(t) = =: A
1
f'(#)
Wihle w = e,
Dann:
_ E,1 0
1 = det ( 7 1>
Damit:
v = v(2'(t)) = /1 + | grad f|?
Beispiel:

1. 2-dimensionales Volumen von Sy, T' = {(x1, z2); |z| < 1},

f:T—-R, f(r1,22) = 1—a22—a3
= grad f(z1,22) = -— 1:
lfx%fxg
1
| 2 + a2 2
oy = 2/ 1- <1+12> d((El,fEQ)
T 1_95%_33%

1
= 2| ————d(z1,x
/T\/l—x%—x% (o1, 22)

1
r
= 227 dr
/0 V1—12
1
= 47T~|:—\/1—’I“2:| =A4r
0
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(Benstigt weitere Begriindung) Schwerpunkt der Halbssphire M,

M = {z € Sy;x3 > 0}

Dazu:
. ~ Juw3dS(x)
BEP T T ol (M)
mit
_ 2 2 1
x3dS(z) = 1—a7 — a3 ————=dS(x)
M T V1= x% — x%
= 7
Soasep = -
3.5P = 5
Plausibilitat:
T2 r
volo{z € Sp,a < x3 <b} = 27T~/ dr
o V1—12
T
= o [-V1-2]”
1
= 27-(b—a)

Nur abhéngig von (b-a).
Definition:

e Sei M C R"” eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit f : M — R. f Riemann-Integrierbar

rﬁinf{/ide;wECc(M),fSw} =sup{/¢d5;¢GCc(M)7sO§f} €R

Dann

/ de:sup{/sodS;w € Co(M), ¢ < f}
M

e A C M Jordan-messbar :< 14 Riemann-Integrierbar. Fiir A Jordan-messbar:
volg (A) :== / 14dS
M

e A Jordan-Nullmenge :< A Jordan-messbar, volg(A) =0

Bemerkungen: Sei ® : T — M eine (lokale) Parametrisierung, f : M — R, f(z) = 0 fiir « €
M\®(T).

1. Dann gilt: Aus
(fo®)-y(2'() € R(T)
folgt f € R(M). Es gilt
[ ras= [ (owe @ @a
M T
(Wesentlich: Fiir ¢ : ®(T) — R gilt:
p€Co(M) & (pod) e Co(T)

2. Sei f € R(M) und die durch

o ®) . y(P'(. auf T
g(t)::{u ) (@)

0 aufRM\T
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definierte Funktion sei in R(R¥). Dann gilt
/ ras= [ gyt
M RE
(Zum Beweis: Ohne Einschrinkung f > 0. Dann
| ris = Sup{/sods;so € Co(M),0< ¢ < f}
M
= sup {/@ds;s@ € Co(®(T)),0< ¢ < f}

denn fiir p € Co(M), o < f,e > 0:

(o —2)* € Co(@(T))

m (¢ —&)F = o gleichmiBig (¢ — 0)
Auflerdem:

/ng(t)dt = sup{/1/)dS1/J€CC(Rk)0<T/J<9}
L sup{/wdswecc< )0<¢<g}
= sw{ [ @ )asiveCemn.0< v < fon)
L sup{ [(p0®) @ ()p e Co@m)0< o 1)
= Sup{/MsodS;sDECc(<1>(T)),0<<p<f}

Damit 1. Berechnung von vols Sy gerechtfertigt, sobald man weifl; dass der nicht erfasste
halbe Groflkreis eine Jordan-Nullmenge ist.
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[ntegration in Schichten (Desintegrationssatz)

14.1 Satz: Version des Satzes von Fubini

Sei 2 C R™ offen, g : Q) — R stetig differenzierbar, grad g(z) # 0 fiir alle 2 € Q. Somit ist

M, :={z € Q,g(x) =r}
eine Hyperfliche fiir alle r € R. Sei f € C (). Die Funktion

Rar— / f€ ds(¢
) T @] 450
ist stetig mit kompaktem Trager. Es gilt:

1
Jr@ae= [ [ 10 g 4@
Beispiele:

1. Verallgemeinerte Polarkoordinaten: Sei f € Co(R™\{0}). Dann gilt:

/R"\{O} f@)de = /:; /sewsn_l f(&)dS(&) dr

[ [ smdser
r=0JneS, 1
Beweis:

e Es gilt: 1. Gleichheit mit Satz 14.1, @ = R™\{0}, g(z) = |z|, grad g(z) = o My =
r- Sn—l-

o 2. Gleichheit: Sei @ : T'— S,,_1 eine lokale Parametrisierung. Dann r-® : T — r- S,
lokale Parametrisierung von 7 - .S, _1.

V(- (1)) =" (D (1))

Wn = / ldx
|z|<1
1
// 1dS(&)r™tar
0 £eS, 1

! 1
= On—1 / 7‘”_1 dr = — - Onp—1
0 n

(Vorbehalte hier leicht zu beseitigen: 2 = R™\{0},

/ dr = lim 1dzx
|z|<1 £20 Je<|e|<1

dann Formel fiir Riemann-Integrierbare Funktionen benutzen.) w,, bekannt, daher o,_; be-
rechenbar.

2. Mit 1. berechnen von

(0]



3. Neuberechnung von wy,, o, _1:
2 2 2
/ e 1 dy = /e*wldacl.../e*””" dz,
n R R

Auch:

/eilxpdx = / / eiTQdS(g)Tnfldr
n r=0JS5,_1

=0

') —

t=0 2

1 n

o b (@)
on-1757 73

n -1

NN 0),

=w, = =

4. Fiir welche v > 0 ist

zu (1):

1 R 1
— dx = / / o “dS(£) 0" “do
/1<|w<R || 0=1J8n1 ©

R
= op1 / anafl dQ
o=1

n—a 1R
I
On—1"

n—aoajy

[lng]? n=a

1
Onp—1* a>n
N " a—n (R — o)

0 sonst

also Konvergenz fiir « > n. Zu (2): Entsprechend Konvergenz fiir o < n.
Beweis:

1. lokaler Teil mit folgender Annahme: T C R”~! offen, a,b € R, a < b, h : Q = V := T x (a,b)
Diffeomorphismus mt g = letzte Komponente von h, ® := A=, Dann ®,. := &(.,7) : T — M,
fiir a < r < b globale Parametrisierung von M,.. Aus g(®(t,r)) = r fiir (¢,r) € V folgt:

g @) ¥tr)=(0 ... 0 1)
Damit sind in ®'(¢,r) die Vektoren 0;®(¢,r),...,0,—1P(¢, ) orthogonal zu grad g(®(¢,r))

und
(grad g(®(t,1)) [0, (¢, 7)) = 1

76

Vorlesung: “Analysis III" von Jiirgen Voigt, Technische Universitdt Dresden, Wintersemester 2009,/10



Aus Bemerkung 2 nach Satz 13.2 mit (Aw) := &'(¢,7), v = grad g(®(¢,r)) folgt:

’ _ 1 . /
Fiir alle r € (a,b) gilt:
1
/ 1) mdsw
1 /
= [0y SO

/Tf(@(t,r)) | det &' (¢, 1) dt

Daraus Stetigkeit (und Kompaktheit des Tréigers) von

o ds
IRGRrr el
nach Satz 33.4. Man erhélt:

/ fydy ¥ / F(@(2)) - | det &' (z)]| da
Q 1%

b
ouF / F(D(t,7)) - | det @' (¢,7)| dt dr
r=a JteV

1
/R v T©) Tgmad g O &

. Jeder Punkt 2° € Q besitzt eine Umgebung wie in Teil 1: Es gibt j € {1,...,n} mit 9;g(2°) #
0. Dann ist die Ableitung von

die Matrix

0 0 En_ja
O1g... 0j9 ...0ng

in z° invertierbar. Nach Satz der lokalen Invertierbarkeit gibt es offene Umgebung U von

20, offene Umgebung V C R" von h(z"), sodass h : U — V ein Diffeomorphismus ist; ohne
Einschréinkung V =T x (a,b) mit T C R"~! offen, a,b € R, a < b. Also Situation wie in 1).

. Wegen 2) gibt es zu spt f (kompakt) eine endliche Uberdeckung (Uj)j=1....,m mit Mengen wie
in 1). Aus Satz 34.4: Es gibt (¢1,...,¢0m) € Cc(R), spt; C Uj fir j =1,...,m und

> wi@) =
j=1
fiir x € spt(f). Fir j =1,...,m gilt dann nach 1):

1
ds
v / #i(8) 1O Tad g 45©)

1
- /U o PO IO [ dS(©

7
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stetig und

| ei@)- fayas - /U il S do

Summation {iber j = 1,...,m ergibt die Behauptungen.
Bemerkungen:

1. Seien Q, g wie in Satz 14.1. Sei f € R(f2). Dann ist

M/ @) [ty 50

Riemann-Integrierbar auf R. Es gilt:

J = ,oo/ ) g S

(Beweis wie in Satz von Fubini, Satz 32.1)
2. f:Q — R erfiille:
(a) f|{w€Q;g(ax)§O} Stetig

(b) f|{:r€ﬂ;g(z)>0} =0
(c) Es existiert K C Q kompakt, sodass f|o\x = 0

Dann ist f Riemann-Integrierbar auf €2,

R
| grad g(¢)

IREE ‘/ / Tgatg@) SO @

(—00,0] 3 7 =+ /M £€) as (€)

stetig,

78
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15.1

Gauflscher Integralsatz

GauBscher Integralsatz

Sei A C R"™ eine kompakte Menge mit glatten Rand, v : 94 — R™ das dufiere Einheitsnormalenfeld.
Sei F': A — R" stetig differenzierbar, sowie

div F' := iaij

j=1

und F stetig fortsetzbar auf A. Dann gilt:

/A div F(z) dz — / (F(2) | v(z)) dS(z)

0A

Bemerkungen:

1.

Neben den glatten Rand ist auch ein ,kleiner” singulidrer Teil des Randes erlaubt. Zum
Beispiel gilt der GauBische Integralsatz fiir den Einheitswiirfel [0, 1]™. (Gaufischer Integralsatz
ist Version des , Hauptsatzes®.)

. Anschauliche Interpretation des Gaufischen Integralsatzes: F' : A — R" Geschwindigkeits-

feld einer stromenden Fliissigkeit. Dann div F' Quellendichte, nach Gaufischen Satz: die A
verlassende Fliissigkeit = in A produzierte Fliissigkeit

Definitionen:

Sei A C R™ abgeschlossen. A hat glatten Rand, wenn: Fiir jeden Punkt a € JA gibt es eine
offene Umgebung U C R™ und eine stetig differenzierbare Funktion g : U — R mit

ANU ={zeU:g(x) <0}
und grad g(x) # 0 fiir alle € U. Dann

OANU ={ze€U:g(z)=0}
Es folgt, dass A eine Hyperfliche ist.

Sei a € 0A, g wie oben. Dann ist

v(a) : ! I -grad g(a)

" Jeradg(a
der duflere Einheitsnormalenvektor (unabhéngig von g). Offenbar
0A >z — v(x)

stetig.
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15.2 Hilfssatz

Sei U C R" offen, f € CL(U), j € {1,...,n}. Dann

/ 0;f(x)dz =0
U
Beweis:

e Ohne Einschrinkung: U = R",j = n.

/8nf(x)dx SuF /Z /x O f(x) dzy (1, ... 50 1)

yeeny
=0

wegen Hauptsatz.
15.3 Hilfssatz: GauBBscher Integralsatz, lokal

Sei U C R™ offen, g : U — R stetig differenzierbar, grad g(x) # 0 fiir alle € U,

Uy = {er:g(w)iO}
M, {xeU:g(x)=r}

Sei F: U — R"™, FF = 0 auf Uy, F stetig differenzierbar auf U_, div F, F stetig fortsetzbar auf
U_ U My,

{r eU:F(x)# O}U kompakt
Dann
/ div F(z) dz = / (F(2) | v(z)) dS(z)
U Mo

mit v(z) wie in Definition.

Bemerkungen:

1. Es gibt ¢ € C*(R), ¢ monoton fallend, ([{—0,—1] = 1, {|(_1 &) = 0.

2

Beweis (konstruktiv):

e Die Funktion

0 r<0
a(r) = { ot

v r>0
ist C*°(R). Daraus:

ap = e-aq(r)
as(r) = 1—an(1—7)
Q3 = Q1 0Q2

Dann erfiillt
Cr)=1—-a3(2-(r+1))

die obigen Bedingungen.
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2. Sei ¢ wiein 1),
Cr(r) :=C(k-r)

fir 7 € R,k € N. Sei h : (—00,0] — R stetig, es gebe R > 0, sodass h|(_s,—g) = 0. Dann
0 0
/ Ce(r)-h(r)ydr — / h(r)dr (k — o0)

0
/_ Cu(r) - h(rydr — —h(0) (k — o00)
Beweis:

< /O |h(r)| dr — 0

1
k

’/_Ooo h(r)dr — /_OOO Cr(r) - h(r)dr

und
-/ ") - h0)

- ’/_Ooo CL(r) - (R(0) — h(r)) dr

IN
VRS
;2

o~

£

o

~

&

S
~
=
o
X
—_—
=
o
N~—
|
>
—
=
|
El i
IN
<
IN
(e}
——
o

Beweis (Hilfssatz 15.3):
e Seien (j, wie in Bemerkung. Dann ist
(Ck 0 9)Fj € C(U)

fir j =1,...,n. Nach Hilfssatz 15.2:

/Uaj <(Ck ° g)Fj) dx

/8j(CkOQ)Fjd$+/(Ckog)'aj'Fjdx
U U

0

- / (¢hog)- (0y9) - Fyda + / (Ceog) - O;F; du
U U

Damit:
0=/<<,;og>-<gradg|F>dx+/<<kog>-divm
U U

1) (2)

Es gilt mit den obigen Bemerkungen:

14.1 0 ’ (era # :
v /_WAEM’“Ckc(i%» (g arad ey O

= " g grad g(¢)

- /_ N Ck(r) /MT (M\F@)) ds(&) dr

=:h(r)

= h0) = [ @@ FE©)ds©)
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Auflerdem:

0
(2) %! / /M Gulo() - div P(E) - e graigm dS(€) dr
Ooo ) ] 1
- /_oo Gk(r) /MT div F(8) - | grad g(§)] ds(e) dr
=:h(r)
k— oo 0 - 0 . . 1 .

= div F(x) dz
U

15.4 Satz: Partition der Eins, C¥

Sei K C R™ kompakt, (Uy,...,U,,) eine offene Uberdeckung von K. Dann gibt es (¢1,...,@m) €
CER)mit 0 < ¢; <1,spty; CU; fiir j =1,...,m und fir alle z € K gilt

m

D el =1

=1
Beweis:

e Im Wesentlichen wie fiir Satz 34.4, wenn man hétte:

Ist U C R™ offen, K C U kompakt, so gibt es ¢ € CF(U) mit 0 < ¢ < 1, p(x) = 1. Existenz
eines :

1. Es gibt 99 € CX(R™), 9o > 0, spt o = BJ0,1], ¢o(z) > 0 fiir |x| < 1. Und zwar:
)
exp| ———— lz] <1
Yo(w) = ( 1— [af?
0 x| > 1
d.h. Yy = a(l — |z|?) mit

1
exp <—> r>0

a(r) = r
0 r<0

2. Da K kompakt: Es existieren z1,...,%, € K, 01,...,0,;, > 0 mit

K

N
Cs
=
B
kS

<.
I
—

N
1Cs

o}

&

z

N

d

Fir j =1,...,m gibt es ¢; € CZ(R"™) mit ¢;(x) > 0 fir € B(z;,9;), ¥;(z) = 0 fiir
x ¢ B(z;,0;). Dann 0 < ¢ := ) 1¢; € CF(R"), sptyp C |J Blzj,0,] C U,

pi= min P(z) >0

Sei f € CZ(R) wie ag in Bemerkung 2). Dann

¢:=ﬁ0(1~¢)
"
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Beweis Satz 4.1:

e Es gibt offene Mengen Uy, ..., U,, C R™ mit 0A C U;n:l U;, wobei jedes U; wie in Definition
von ,,glatten Rand“ ist. (Beachte: 0A kompakt) Es gibt eine Partition der Eins g, ..., ¢om €
CX(R™) auf A zu Uy := A, Uy,...,Uy,,. Damit:

/divF(x)dm = /div > | Fla) | da
A A =0

= /div(gpo-F)dx—i— g /div(¢j~F)dx
A Py
(S S ——

Beispiel:

1. Archimedisches Prinzip:

Korper A in Fliissigkeit mit konstanter Dichte . Kraft auf A im Punkt x € 0A hervorgerufen
durch den Druck

—(p—g-0-x3) v(x)
Also auf A wirkende Kraft:

F:/aA(prrg'gmg)dS(x)
d.h.
By = /(9A(—p+g~g-x3)-uj(m)d5(x)
@ /A@j(—p+g-g-m3)dm

Also F1 :FQZO,
F3:g-/ odr =p-g-volg A
A

Definition:

e Sei M C R™ eine Hyperfliche ((n-1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit). M heifit orien-
tierbar 1< 3 : M — R"™ stetig, sodass v(z) Einheitsnormale zu M in x ist. v heifit dann
Orientierung. (Dann —v ebenfalls Orientierung)

Beispiel fiir nicht-orientierbare Hyperfliche: Mobiusband

o Ist F': M — R"™ ein Vektorfeld, stetig, dann

[ r= [ (F@ve)dst)
(M,v) M
Fluss des Vektorfeldes durch M, Oberflachenintegral 2. Art.
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15.5 Satz von Stokes, klassisch

Sei M C R? eine kompakte orientierbare Hyperfliche mit Orientierung v mit glatter Randkurve -,
deren Orientierung (=Durchlaufungssinn) der von M ,,zugeordnet* ist. Sei {2 eine offene Umgebung
von M, F: Q — R € C(Q). Dann gilt:

/F:/ rot I
Y (M7V)

d.h.
JEa@ 1O = [ (ot ) v(@) as()

dabei

02 F3 — 03 F3

rot F: =V x I = 83F1—81F3

O Fy — 01 Fy
(Rotation)
Beispiel:

1. Sei M der Paraboloid

Sei

Dann Rand von M:

Parametrisierung der Randkurve:

cost
v :[0,27] = R3, y(t) = | sint
1

Linke Seite von Satz von Stokes:
o sint —sint on
/F:/ —cost ‘ cost dt:/ —1dt = 27
0% 0 0 0 0
Fiir rechte Seite betrachte
rot F=VxF=(0 0 -2)"

M wird von {(z,y); 2% + y? < 1} parametrisiert, als Graph der Funktion g(z,y) = 22 + 3°.

Daher:
1 —grad

1+ |grad g|? .
1

= -l 2y
V144 +9?) 1

(v zugeorndet nach Rechte-Faust-Regel) Damit:

—2x

0 —2x 1
otk = / 0 2y |- A1+ 4(z2 +y2)d(x,y
/(Mﬂ/) z24y2<1 _9 1 1+ 4(22 + 32) ( ) d( )

= [, 2wy =2
r24y2<1
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Bemerkungen:

1. Sei T C R ! offen, g : T — R stetig differenzierbar. Dann ist M :=gr g eine Hyperfliche.
Die ,nach oben“ zeigende Normale in (¢, g(t)) ist

(— grald g(t)>

(noch nicht normiert)

Beweis:

o Fir f: T xR — R,
ft,s) =s—g(t)
ist
M={(t,s) eT xR: f(t,s) =0}
Dann
g0 (7249
orthogonal zu den Tangentenvektoren.

2. Allgemeinere Version des Satzes von Stokes:

(a) v besteht aus mehreren Teilen
(b) Randkurve hat Ecken
(¢) M hat Ecken

Beispiel:
1. Sei

Y

F(l‘v Y, Z) = -z

0

wie oben, M Kegel
z =22 + 9?2 0<z2<1

Durch {(z,y);2? + y?* < 1} wird Kegel parametrisiert, M =gr g mit g(x,y) = /22 + y2.

Also
N R — (—gradg) _L v
7 V1 +|grad g|? 1 V2 \/w12+y2
Somit:

Jumr = o )| || g vaaten
ro = - — z,y
(M,v) @2 4y2<1 _9 ty V2

= 27
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15.6 Satz von Green

Sei A C R? kompakt mit glatter Randkurve =, ,, positiv® orientiert. Sei F': Q — R € C1(Q2), wobei
) O A offen. Dann

/F - / (OuF, — 02F) d(z,y)
o A
Bemerkung;:

e Satz von Green ist Spezialfall von Satz von Stokes: Einbetten nach R? Q = O xR, F(z,y, z) =
(F(xay)70)T7 v= (anv 1)Ta rot F' = (0,0781F2 - aQFl)T

Beweis:

e Mit GauBschen Integralsatz in R?: Definiere
_( F2
G((L’,y) T (—F1>

divG = 61F2 — 82F1

Dann

Bestimmung der Normalen:

Gauflscher Integralsatz:

/ divGdz
A

Il
s

:B/\
«Q
S
QU

W

Il
3
/Q =
=
N
/‘—\
&
:ljw
/‘\
2 T~
=
S~—
~__
~_
=
—
Nt
o
g
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Differentialformen

16.1 Verwendung von Differentialformen

1. Interpretation und Verallgemeinerung der klassischen Vektoranalysis: div, grad, rot, Gau$3-
scher Satz, Satz von Stokes als Spezialfall eines allgemeinen Satz von Stokes

2. Algebraische Topologie: Beschreibung gewisser Eigenschaften von Mannigfaltigkeiten durch
Gruppen,. . .; Fixpunktsitze, z.B.

o f: Bgn[0,1] — Bgn|[0,1] stetig. = Es existiert € Bgn mit f(z) = z. (Fixpunktsatz
von Brouer)

o f:Q — R stetig mit 2 C R” offen = f(2) ist offen (Gebietsinvarianz).

3. Differentialgeometrie/Elektrodynamik/Relativitétstheorie
16.1.1 Satz von Stokes

Sei M C R™ eine kompakte k-dimensionale berandete Untermannigfaltigkeit des R™. Sei w eine
stetig differenzierbare (k-1)-Form auf M, sodass w und dw stetig auf M fortsetzbar sind. Dann

gilt:
/dw:/ w
M Mp

16.2 Alternierende Multilinearformen

Sei V ein R-Vektorraum, dim 'V = k.

e Definition: Sei r € Ny. Eine alternierende r-Linearform auf V ist eine Abbildung o : V" — R
mit

1. o ist r-linear (linear in jeder Komponente)
2. Fiir 7 € S, (Gruppe der Permutationen von {1,...,7}) gilt:
0(Vr(1)s -+ Un(ry) = (sgum) - o(v1,...,v.)
fir alle vy,...,v, €V

o Definition: ,
/\ V* := {o; o alternierende r-Linearform auf V}

(Vektorraum), Dachprodukt von V*. Es gilt:

1
/\ v = V¥ Dualraum

/\OV* = R
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T S
e Definition: Seien r,5s € N°, ¢ € /\ V¥, re /\ V*. Wir setzen

oRT(V1,y- . Upgs) = (V1o y V) T(Vri1y-- s Urts)
und definieren
1
o ATV, oy Upgs) Tl Z (sgnm) - 0 @ T(Vr(1)s- -+ s Un(rts))
’ ’ 7T€Sr+s

fiir vy, ..., 045 € V; duBeres Produkt (Dachprodukt).

o Sei M, :={o:V" — R, o r-linear }. Definiere

ale: M, — NV
1 ™
o= Z(sgnw)-a
TESy
mit o™ (v1,...,v) 1= 0(Vr(1)s - -+, Un(r)). O alternierend:
(senm) -0 =0o
Damit:

(r+s)!
rl.s!

oONT = calt(c ® )
Bemerkungen:
r+s
l.onT € /\ V* und die Abbildung (o, 7) — o A 7 ist bilinear
2. TANo=(-1)"" o AT
¢
3. Firt€Ng, o€ [\ V* gilt:
(tAho)ANo = TA(0Ap)

= o Y Gmn) reoe)”

rl.sl-t!
TES,fstt

4. Fir oq,...,0, € V¥, vy,...,v. € V gilt:

o1 A Nop(v1,..,0) = Z (sgnm) - o1(vr(1y) - O (Vn(r))
TeS,
= det(0i(v5))i,s
Insbesondere: Fiir V =R, §,,...,6; duale Basis zu den Einheitsvektoren, so gilt

S AL Ok(vr, .. ) = det(vg .. vg)
fiir vy,...,v; € R”.
5. Sei 01,...,0 Basis von V*. Dann ist

(Ojy Ao Nog 1< g1 << e < k)

Basis von /\r V*, somit dim /\T V* = (l:) fir 0 <r < k. Fiir r > k ist /\T V* ={0}.

6. Definiere -
G(V*) == ®r_ /\ v

Darauf ist Multiplikation erkldrt, ,natiirlich“. Algebra mit 1 (Grossmann-Algebra)
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Definition:

e Sei W ein weiterer endlichdimensionaler R-Vektorraum, ¢ : V' — W linear. Dann induziert

 eine Abbildung,
o /\7" W /\7" Vv
(p*o)(v1,...,v.) = ole(vr),...,o(v))
©* heifit Riicktransport (pull-back).
Bemerkung;:
1. Sind V=W =Rk, ¢ :R¥ = RF, §;,...,6, wie oben.

(01N 0g) (V1. vk) = 01 A A OE(pve, .. oUE)
= det(pvy...pug)
= det(p(vy...vx))
= dety-det(vy...vx)
= (dety) 01 A...Adg(vy...vx)

d.h.
© (01 A .. AG) = (det @) - 01 A ... A g

16.3 Tangentialraum, Differentialformen

Definitionen:

e Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™. Seien a € M, T C RF offen, ® :
T — M eine lokale Parametrisierung, ¢t € T mit ®(¢) = a. Dann ist

T.M = ®'(t)(RF)

Tangentialraum von M in a. Es gilt dim T, M = k wegen dim ®'(t) = k. Dazu
N 1M = N\ (TMm)
o Differentialform vom Grad r (r-Form): Abbildung

w:M— |J N Tim
aeM

mit w(a) € /\T TxM fir alle a € M. Q"(M) ist Vektorraum der r-Formen,

Q°(M) = Funktionenw: M — R
Ql(M ) = Pfaffsche Formen

e Sei N eine j-dimensionale Mannigfaltigkeit des R", ¢ : M — N stetig differenzierbar, d.h.
p o @ stetig differenzierbar fiir alle lokalen Parametrisierungen ® : T — M. Dann ¢'(a) :
ToM — Tw(a)N fiir a € M:

¢'(a)(@'(t) - v) = (po®)(t)  (veR")
mit ¢ wie in Definition von Tangentialraum. Dann ist ¢’(a) wohldefiniert und linear.
Fiir w € Q"(N): Riicktransport p*w € Q7(M) definiert durch

e w(a)(vy, ..., vr) = w(p(a))(@'(a) - v1,..., ¢ (a) - vr)
firae M, vy,...,v. € T,M, kurz

P w(a) = ¢'(a)" w(e(a))
Damit ¢* : Q"(N) — Q"(M) linear.
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o Ist U C R” offen, dann
T.U =R"

fiir alle z € U. Bezeichne dzy,...,dz, die duale Basis zu ey,...,e, € R™. Jedes w € Q"(U)
hat eine Darstellung
W = Z f] d:c]

I€A(n,r)
mit
A(Tl,’l”) = {(]177]7’)71§]1<<]7’§n}
dzy = dxj, A... Ndzj, firl = (j1,...,5,) € A(n,r)

wobei fr : U — R. w stetig bzw. stetig differenzierbar, wenn dies fiir alle f; gilt.

e Ist M eine k-dimensioane Untermannigfaltigkeit des R, w € Q"(M), dann heifit w stetig
bzw. stetig differenzierbar, wenn die Riicktransporte ®*w fiir alle lokalen Parametrisierungen
® stetig bzw. stetig differenzierbar sind. (Ab hier: Alle Untermannigfaltigkeiten C2, alle
Parametrisierungen, Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten C?)

Bemerkung;:
1. ,dx;* schlechte Bezeichnung! Im Sinne der dufleren Ableitung (siehe unten), x — z;, d(z —

;) = d;

16.4 AuBere Ableitung von Differentialformen

Definiton:
e Sei U C R" offen. Ist f € Q°(U), d.h. f: U — R stetig differenzierbar, dann
df == 0;f dx; e QNU)
j=1

totales Differential. Ist w € Q"(U) stetig differenzierbar, also

w= Z frdxzy

I€A(n,r)

mit f; stetig differenzierbar, dann

dw:= Y dfr Ndxy e Q" H(U)
I€A(n,r)

(duBere Ableitung, Differential von w), d : Q" (U) — Q"T1(U) linear.
Bemerkungen:
1. Fiir f € C°(U): df ~ grad f. Fiir F: U = R3: dF ~rot F. Auch: F: U — R" : dF ~ div F
2. Seien 1, s € Ng, wy € Q7(U), wy € Q°(U), dann
d(wi Aws) = dwi Aws + (—1) w1 A dws

mit (w1 Aws)(a) := wi(a) A wa(a), Produktregel.

3. Ist w € Q" (U) zweimal stetig differenzierbar, dann
d(dw) =0

Entspricht fiir n = 3: rotgrad f = 0, divrot F =0

90

Vorlesung: “Analysis III" von Jiirgen Voigt, Technische Universitdt Dresden, Wintersemester 2009,/10



4. Ist ¢ : U — V mit V C R™ offen zweimal stetig differenzierbar, w € Q"(V) stetig differen-
zierbar, dann

d(p*w) = ¢" (dw)
(,d und ¢ vertauschen®) Fiir w = f € Q°(V): Kettenregel

Definition:

e Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™, w € Q" (M) stetig differenzierbar,
® : T — M eine lokale Parametrisierung. Dann

O dw = d(P*w)
explizit:
dw := (& 1)*d(d*w)
(wohldefiniert)
Bemerkung:

1. Vertauschbarkeit in Bemerkung 4) gilt auch fiir ¢ : M — N, w € Q"(N):

ARG

P'd(p*'w) = d(P*p*w)

(g 0 ®)"w)
d(T71opod®)* U*w)
— (Ul opod)d(Uw)
O o (U 1) d(UFw)

= @ (ptdw)

mit o(®(T)) C ¥(S). Dann:

16.5 Orientierung von Untermannigfaltigkeiten, Integral von Differentialformen

Definition: Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R"™.

e Eine Karte von M ist eine injektive Abbildung h : U, — R¥ wobei U; € M offen (relativ
offen in M), h=! : h(U)) — M ist eine lokale Parametrisierung. Ein Atlas A ist eine Menge
von Karten mit

=M
heA
Zwei Karten h,g heiBen gleichorientiert, wenn g o h=! : h(U, N U,) — g(Uy NUy) orientie-
rungstreu ist, d.h.
det(goh™ ') >0

M heif}t orientirbar, wenn es einen Atlas aus gleichorientierten Karten gibt. Mit diesem
Atlas heift M orientiert. Eine lokale Parametrisierung ® heifit positiv orientiert, wenn ®~!
gleichorientiert wie die Karten des Atlas sind.

e Seien M orientiert, ® : T — M eine positiv orientierte lokale Parametrisierung, w € QF(M)
stetig, sptw C ®(T) kompakt. Dann

CIJ*w(w) = f(t)dtl AL N\ dtg
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mit f € Co(T). Man definiert:

| o= [
ot

(Ist wohldefiniert.) Ist w € Q¥ (M) stetig mit kompaktem Tréiger in M, dann [, w definieren
mit Partition der Eins.

16.6 Berandete Untermannigfaltigkeiten

Sei k € N,
Hy = {z eRF: 2y < 0}

16.6.1 Satz von Stokes, ,,Urform*

Sei w € QF~1( [ Hy) stetig differenzierbar, stetig fortsetzbar auf Hy, d.h. in

(71)j71fj dri N... A dll?j_l A de_H A. .. Ndxy
1

k
w =

J —.dxC
_.d:r;f

sind die Funktionen f; stetig fortsetzbar auf H;, und dw stetig fortsetzbar auf Hj. Es gebe R > 0,
sodass w = 0 auf Hy\B(0, R). Dann:
dw = / w
Hy, BHk

e Gauflscher Integralsatz auf f = (f1,..., fx): Dann

Beweis:

dw = (div f)dzy A ... Adxy,

und
of; .
d(fydef) = Y 8£dxi A da§
_ 9 ¢
= (—1)j_1%dl‘1 A ... Ndxy
Ox;
Also:

/dw = /divfdx
Hy, Hy,

_ / (F(O)l()) dS(€)
OHy
_ F1() de

Rk—1

Wie 0Hj, orientiert? So orientiert, dass die Parametrisierung

R st (0,t) € OH,
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vertréglich mit der Orientierung von Hy, ist (siehe unten). Dazu muss v = (eq, (eg, ..., €x))
positiv orientiert sein. Dann

/ w = / d*w
8Hk Rk71

:/ FO)dty A Adts
Rk—1

- /RH Fult) dt

Definition:

e M C R™ heifit k-dimensionale berandete Untermannigfaltigkeit , wenn M = M, U My mit
My "My = 0, My k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und zu jedem Punkt a € My gibt
es eine offene Umgebung U C M und eine stetige injektive Abbildung h : U — Hy, sodass
T := h(U) offen in Hy,, h(UNMpy) = TNOH}, und h~! : T — M lokale Parametrisierung. (h~!
stetig, A1 |7 (int ) lokale Parametrisierung, Ableitung von ht |7 (int H,) stetig fortsetzbar
auf T, Rang der Fortsetzung maximal) M, ,Inneres”, My ,Rand“, auch OM bezeichnet.
(Mp ist (k-1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™)

e Berandete Untermannigfaltigkeit orientiert (Atlas aus gleichorientierten Karten). Orientie-
rung induziert Orientierung auf My: Ist a € My, U offene Umgebung von a (in T), h : U — Hy,
orientierte Karte, so ist ® ! o k|5, mit ® : R¥~1 5 ¢ — (0,t) € dH}, positiv orientierte Karte
von Mpy.

Beweisskizze zu Satz von Stokes:

e Sei T C Hj, offen (in Hy), ® : T — M lokale Parametrisierung, w € QF~1(M;,) stetig
differenzierbar, stetig fortsetzbar auf M, sptw C ®(T') kompakt. Dann

oo = fm s
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