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1 Interpolation

Beispiel: Gegeben sind Temperaturen fy, fi, f2,... gemessen zu bestimmten Zeitpunkten
o, L1,T2 ...

Frage: Wie ist die Temperatur zu einem Zeitpunkt & mit & # ;7

f

xy X1 T2 X3 T4 Tp

Idee:
 Finde eine ,sinnvolle” Funktion f: x — f(z) mit f(x;) = f; Vi

o Die gesuchte Temperatur ist f()
— ,intelligent geraten*

Definition (Interpolationsproblem). Gegeben:

e n + 1 Stitzstellen xg, ..., xz, € R, paarweise verschieden,

o n + 1 Stitzwerte foy,..., fn € R.
Finde eine ,sinnvolle“ Funktion f : R — R mit f(x;) = f; Vi=10,...,n.
Was heif3t ,,sinnvoll“?

o FEindeutig bestimmt in einer fixen Funktionsklasse

o Maoglichst billig auszurechnen

e Kleiner Fehler

o sinnvoll* ist kein mathematischer Begriff — es kann Wissen aus der Anwendung
dazukommen.
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1.1 Polynominterpolation

e Versuche, f als Polynom zu konstruieren.

e Guter Kompromiss zwischen Flexibilitdt und einfacher Handhabung
Polynom n-ten Grades:

p(z) = apnz™ + n_12" 4+ . +az+ay YreER, a,#0

Sei II,, die Menge aller Polynome vom Grad héchstens n.
Vielversprechender Ansatz:

o n+ 1 Bedingungen f(z;) = f;, i=0,...,n

e n + 1 freie Parameter aq, ..., an,

Kann man die Parameter so wahlen, dass die Interpolationsbedingung erfiillt ist?

1.1.1 Lagrange-Interpolation

Konstruktion: Definiere L; : R — R durch

() = L T —x; _ (x_J"O)(‘T—xl)"‘(x_Ij—l)(x_xj—i-l)"'(x—l‘n)
Lj(z) : ng_l’z‘ (xj —xo)(zj —x1) - (2 —xj—1)(@j — zjq1) - -~ (25 — )
i#]

— Polynom vom Grad n
(der Nenner ist eine feste Zahl # 0, die nur von den Stiitzstellen abhéangt)

Werte an den Stiitzstellen:

0 fallsj #k

L; = ;i 1=
(k) = Ok {1 falls j = k

(,Lagrange-Eigenschaft*)

Joseph-Louis Lagrange

e geb. 1736 in Turin als Guiseppe Lodovico Lagrangia
o gest. 1813 in Paris
o Mit 19 Lehrstuhl fiir Mathematik an der Koniglichen Artillerieschule in Turin

« Ab 1766: Nachfolger von Leonard Euler (als Direktor) an der Preuflischen Akademie
der Wissenschaften in Berlin
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o 1786 (Tod von Friedrich II) — Paris
e Napoleon machte ihn zum Grafen
e Im Pantheon begraben

e Auf dem Eiffelturm verewigt

Variationsrechnung: Lagrange-Multiplikatoren
Analysis: Lagrange-Restglied der Taylor-Formel

Definiere p : R — R durch
p(x) =Y fiLj(x)
=0

(Lagrange-Form des Interpolationspolynoms)

e Polynom n-ten Grades

o erfiillt die Interpolationsbedingung:
p(xi) = fiLi(@) =Y fidi; = fi
j=0 j=0

Wir haben bewiesen:

Satz 1.1. Zu n + 1 beliebigen Datenpaaren (xo, fo), - -, (Tn, fn) mit paarweise verschie-
denen Stiitzstellen existiert ein Polynom p € 11, das die Interpolationsbedingung erfillt.

Satz 1.2. Dieses Polynom ist eindeutig.
Beweis. Seien p, p € II,, beides Interpolationspolynome.
e Dann ist p —p € II,,.
o Fir die Stitzstellen xx, k=0,...,n gilt
(p —p)(z) = p(zk) — D(wk) = fr — fr. = 0.
e p — p hat also mindestens n + 1 Nullstellen.
= Dann ist p — p die Nullfunktion. O

Aufwand der Lagrange-Interpolation

« Auswerten eines einzelnen L; an einer Stelle z: O(n) Operationen

o Berechnen der Summe p(x) = Z fiL;j(z):  O(n) Operationen
j=0

« Zusammen also O(n?)

 Auswertung an einem anderen Punkt: wieder O(n?) Operationen.
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1.1.2 Newton-Form des Interpolationspolynoms

Definition. Die Newton-Form des Interpolationspolynoms p ist

p(x) =co+ci(zx —xo) +co(x —zp)(x—21) + ... + ez —x0)(x —21) -+ (T — TYy1)
mit passenden Koeffizienten c, ..., cp, € R.
Wie berechnet man die Koeffizienten?

Induktiv:

Induktions-Anfang: fo = p(xg) = ¢

Induktions-Schritt: Seien cy, ..., cj_1 bereits bekannt
fi = p(z;)
j—1
- o o — 1 s o — s 0+...0
co + kz::lczg(ﬂcj zg) -+ (xj — xp—1) + ¢ (x5 — o) - - (@) — ; 1)+‘iﬁ—“
#£0 n—j viele
Also:
¢ = fi = o = Yamy erlwj — wo) -+~ (x5 — wp-1)

(xj — o)+ (xj — wj—1)

Diese Prozedur entspricht gerade dem Losen eines linearen Gleichungssystems mit unterer
Dreicksmatrix:

1 co Jo
1 (1‘1 _ $0) &1 1
1 (.%'2 — .I'()) (332 — x())(.%'g — 1'1) — .
1 (zp — o) e o T (wn — @) CIn fn

Vorteil der Newton-Form: Neue Stiitzstellen kénnen mit wenig Aufwand hinzugefiigt
werden. Bei der Lagrange-Form muss stattdessen alles komplett neu ausgerechnet werden.

Aufwand

« Die Matrix kann in O(n?) (genauer: 3n?) Operationen aufgestellt werden.
o Ist die Matrix bekannt, so kann das System in O(n?) Schritten geldst werden.

« Man braucht also O(n?) Operationen, um die Koeffizienten cy, . . ., ¢, zu bestimmen.
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Angenommen, die Koeffizienten seien jetzt bekannt. Auswerten an festem x:

p(x) =co+c1(x —x0) + oz —wo)(x — 1) + ... + ez —20)(x —21) -+ (T — Y1)

Naiv: @ Multiplikationen

Schlauer: Ausklammern!
p(x) =co+ (x — xo)(cl +(z—z1)(c2+ (x —22) ... ))
Algorithmus zum Ausrechnen von py = p(x):

Pn = Cn
Pn—1 = Cpn—1+ (IL’ - xn—l)pn

Pn—2 = Cp—9 + (IL’ - xn—?)pn—l

po=co+ (x—x0)p1

= n — 1 Multiplikationen — Horner-Schema
Nach William George Horner, 1786 (Bristol) - 1837 (Bath)

¢ Direktor einer Schule in Bath

1.1.3 Interpolationsfehler

Welchen ,,Fehler* macht man bei der Interpolation?
e Unklar: was heifit , Fehler«?
e Idee: Die gegebenen Werte sind Funktionswerte einer stetigen Funktion.

Definition (Interpolationsproblem II). Sei f € Cla,b] gegeben und
a<zp<xr1<...<x, <b
Stiitzstellen. Finde ein p € I1,, so dass p(z;) = f(z;) Vi =0,...,n.

Definition. Der Interpolationsfehler ist

1 =Pl = max |f(@) = p(a).

— Diesen Wert hitten wie gerne klein.
Geht das? Im Prinzip ja.

Satz 1.3 (Weierstra8). Sei f € Cla,b]. Dann existiert eine Folge po,p1,p2,... mit

n—oo

pn €10, so dass ||f — plle — O.
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Beweis. Funktionalanalysis, 5. Semester. O

Karl Weierstrafl 1815-1897
e Ab 1841 Gymnasiallehrer an verschiedenen Orten in Deutschland
e Ab 1856 — Professor in Berlin
o Solide Fundierung der Analysis (,,weierstralsche Strenge®)
o Konvergenzkriterien fiir Reihen
o gleichméflige Konvergenz
e Satz von Bolzano—Weierstrafl

Kann man solche Polynome durch Interpolation konstruieren?

Hoffnung: Mehr Stiitzstellen — kleinerer Fehler

lim||f — pllec =0 fir immer feinere Aufteilung von [a, b].

Beispiele: [Computer] ‘

Beispielfunktion von Carl Runge (1856-1927):

1

1) = T ose

Warum geht das schief?

Grund I: Uniform verteilte Stiitzstellen sind bose! (Den Grund sehen wir gleich)

Grund II: Die Runge-Funktion ist zwar C°°, aber die Werte der Ableitungen wachsen fiir
hohere Ableitungsordnung;:

max d—k <1> i SN
[a,b] |dxF \ 1+ 2522 '

]

Konnen wir etwas beweisen?

Definiere die Hilfsfunktion w : R — R

w(z) = (x —xo)(x —x1) - (T — xp).
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Satz 1.4. Sei f € C""a,b] und a < 29 < 21 < ... < x, < b. Sei p, € 11, das
dazugehorige Interpolationspolynom. Dann existiert zu jedem x € [a,b] eine Zahl &, €

(a,b), so dass
FD(E)

CE] w(z).

f(@) = pn(z) =

Insbesondere gilt also

I = palle < Gy 1O llclol

Beweis. Fall 1: Sei z = x, eine Stiitzstelle. Dann folgt
und (1.1 ist mit jedem &, € (a,b) erfillt.

Fall 2: Sei x # 2, Vk =0,...,n.
o Definiere Hilfsfunktion g : [a,b] — R

e« Da feC™! peC®und z # z, folgt g € C"F1.

e Wir wollen den Satz von Rolle anwenden.

[Michel Rolle, 1652-1719, Pariser Akademie der Wissenschaften)]

Satz 1.5 (Satz von Rolle).
Normal: Sei g € C' mit zwei Nullstellen g, 1

= 3¢, so dass ¢'(€) = 0.

Verallgemeinert: Sei g € O™ und habe n + 2 Nullstellen
= 3¢, so dass gtV (&) = 0.

e Hat unser g tatséchlich n + 2 Nullstellen?

o Wahle t = zy:
g(:(}k) = f(aﬁlg) _pn(xk) _{f(x) _pn(xﬂ ' H x;__;Z
=0

o Wahle t = x:

(1.1)
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= n + 2 Nullstellen
= Satz von Rolle: 3¢ € (a, b) mit g("+1)(§) =0

o Ausgeschrieben bedeutet das:
0 =g" (¢

— pnt) ey (41 ey _ B cdtt (-
! L 0((S> [f(x> pn(x)] dtntl (ZI;[O ‘)tf

e Zahler und Nenner des Produkts hatten wir als Hilfsfunktion eingefiihrt:

n
w(t) == H(t )
i=0
Dies ist ein Polynom vom Grad n + 1, also

w(t) ="+ ..

o w(z) ist eine feste Zahl

;Llnt—m (n+1)!
T LT T u)
e Also
0= HIE) = [f) = pula)] Vo
= 1@ - pato) = £ ey =
Folgerungen:

1) groBes f("1) ist bose!

2) grofles w(x) ist auch bose!

Wahl der Stiitzstellen
Was kann man gegen 2) tun?

— w(x) hangt nur von den Stiitzstellen ab.
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w fiir gleichverteilte Stiitzstellen —4, -3, ...,3,4:

5,000 ,

/\ 4,000 |
| \ 3,000 |
\

\ 2,000 |
1,000
\ 7 N\ /\
4 X /2 ' :\
~1,000 | \
—2.000 |

— 2b) Gleichverteilte Stiitzstellen sind bose!
— Intuitiv: wir brauchen mehr Stiitzstellen am Rand.
— Formal: Finde eine Stiitzstellenverteilung, die

g@f;]\w(x)\

minimiert.
Um die Notation einfach zu halten, beschinken wir uns ab jetzt auf das Intervall [—1, 1].
Definition. Das n-te Tschebyscheff-Polynom ist
Ty (x) = cos(narccos z), x € [—1,1]

Eigenschaften:

1. Ja, das ist wirklich ein Polynom! (von Grad n)

2. Die Koeffizienten sind ganzzahlig, der hochste ist 271,

3. |Tn(x)] <1 fir x € [—1,1].

4. Die Nullstellen sind

2k —1
T = COS (27T> k=1,...,n keine doppelten!
n
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Satz 1.6. Das Tschebyscheff-Polynom T,, ist minimal bzgl.
[flloo = zg[lgffﬂ!f(w)!

unter allen Polynomen vom Grad n mit fihrenden Koeffizienten 271,

‘Was niitzt uns das?

e Wir suchen Stiitzstellen zg, ..., z, so dass
ma. z)|= max |[(z—zo)(z—21) - (r—x
xe[_ffl]|w( )| xe[-ffl]K 0)( - ( )l

minimal wird.
e w ist Polynom vom Grad n + 1, und normiert.
Tn

+ Das kleinste normierte Polynom vom Grad n + 1 auf [—1,1] ist =5+,

= Waibhle zg, ..., z, als die Nullstellen von 7;,41.

1.2 Spline-Interpolation

Bisher: Interpolation mit einem Polynom. Funktioniert, aber:

o Wird stark oszillatorisch, wenn die Anzahl der Stiitzstellen (also der Polynomgrad)
grof} wird.

= Verbesserung: Nutze Nullstellen der Tschebyscheff-Polynome als Stiitzstellen.
ABER:

o Héufig kann man sich die Lage der Stiitzstellen nicht aussuchen.

e Haufig hat man sehr viele Stiitzstellen!

Alternativer Ansatz: Wir interpolieren mit stiickweisen Polynomen.

Sei A eine Zerlegung von [a, b] durch Stiitzstellen:
a=zg<x1 < <xp=>=.

Definition. Ein Spline vom Grad m mit Glattheit | € N zur Zerlequng /A ist eine
Funktion s : [a,b] — R so dass:

e 5€CYa,b)),

10
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o fiir alle k =0,...,n—1 ist die Finschrinkung s = s][lﬂk’xkﬂ] eitn Polynom vom
Grad héchstens m.

Die Menge aller dieser Funktionen bezeichnen wir mit S% (A).

Worterklarung: Spline — englisch fiir , Straklatte“, eine Art Kurvenlineal, die im Schiffs-
bau verwendet wird.

Jinger als Polynome: Die erste Erwdahnung des Wortes ,,Spline“ findet sich in 1946.

Am weitaus haufigsten kommen kubische Splines (also stiickweise kubische Polynome)
zur Anwendung.
Warum 7

o Einerseits: einfach, Ordnung niedrig.
o Andererseits: Man kann damit C2-Funktionen bauen.

Stetigkeit der zweiten Ableitung ist fiir viele Anwendungen sehr wichtig!

1.2.1 C'-Interpolation

Seien fo, ..., fn Stitzwerte an den Stiitzstellen xg,...,z,. Wir suchen eine Funktion
s € S3(A) mit s(z;) = f; fiir allei = 0,...,n.

o Auf jedem Intervall: s ist Polynom dritten Grades.
— 4 Parameter, aber die Interpolationsbedingungen legen nur zwei davon fest.

e Weiterhin fordern wir Stetigkeit der Ableitung.

Das gibt eine weitere Bedingung pro Intervall.

e Eine Bedingung ist immer noch frei!

Man kann den Wert der Ableitung an den Stiitzstellen vorgeben (Hermite-Interpolation).

e Seien my,...,m, weitere Werte an den Stiitzstellen.
— Die m; werden die Ableitung von s an den x;

Auf dem Intervall [z, xf4+1] machen wir jetzt folgenden Ansatz:
s(x) = ap(z — ) + br(z — 21)° + cr(z — 21) + di
Ziel: Berechne ay, b, ci, dy, aus fi, fer1, Mk, Mer1-
L sg(zk) = dp = f

2. S%(:L’k) =cp =my

11
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Jetzt interessant: Wert und Ableitung an der Stelle xjyq.

— Setze zur Abkiirzung: hy = x4 — T Dann ist:
sk(Trr1) = aphi, + behi + mphy + fr. = frn

Da sieht man noch nichts, also noch die Ableitung

S;g(l’k-H) = 3akh% + 2bphy + M = mpy1.
Dies ist ein lineares Gleichungssystem:

hg B\ (ak\ _ [ frer — mihe — fi

3hz Qhk bk Mr+1 — Mg '
Die Matrix ist invertierbar, denn det(-) = 2h} — 3h} = —hi #£ 0.
Also existiert eine eindeutige Wahl der Parameter ay, by.

Satz 1.7. Sei eine Zerlegung A des Intervalls [a,b] gegeben. Dann gibt es fir beliebige
Zahlen fo, ..., fn und mq,...,my genau ein Spline s € S1(A) mit

s(wg) = fr und §'(z) =my,  Vk=0,...,n.
e Wo kommen die my her?

o Moglicherweise sind die Ableitungen von f bekannt (Hermite- Interpolation)! Und
wenn nicht?

« Die Interpolierende s ist C', aber nicht C?.
Idee: Wahle die my, so, dass s zweimal stetig differenzierbar wird.
1.2.2 Kubische C?-Splines
o C? heiBt: s}(wp41) = spq(Tht1), VE=0,...,n—2
e Mit den vorherigen Ansatz fiir sg:
si(Thi1) = 6ag(z — 1) + 2by,

also
sp(zpe1) = 6aghy + 2by, sgﬂ(xkﬂ) = 2bg11

= 3aghyk + b = bgy1 (1.2)

e Hier héngen also die Polynomkoeffizienten fiir die unterschiedlichen Teilintervalle
voneinander ab.

12
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Ausrechnen der Koeffizienten ay, b

e Bisher wissen wir nur, dass die Koeffizienten das lineare Gleichungssystem

Ry RhE\ [ak _ | o1 — mghi — f
3hz 2hy, bi Mg41 — Mg

16sen.

Die Losung davon ist:

2 1

aj = _ﬁ<fk+1 — fr) + ﬁ(mk + M)
i i

3

1
by = }T%(fk—l—l — fr) — }Tk(ka + Mye1).
Einsetzen in (1.2)):
O Uer = F) + o 1) + g o — f) — o (2mg + )
2 _ 2 (me +m il _ _ -
2 k= i) g (m k1 2 ket = i) = 5 (2m k1
3(Lkhk bk
3
= hT(fk+2 — fr1) — W (2mp41 + Mmis2)
k1 k+1
b1
Umstellen:

1 1 3 3
—(mp + 2mpp1) + ——2mp1 + Mpg2) = 5 (e — fe) + 55— (frae — frr1):
hi hi+1 hi hiet1

Erweitern mit hghg1:

3h 3h
hir1muy + 2(hgg1 + hig) M1 + hypmyyo = :}jl (frs1 — fr) + I kl (frt2 — fot1)
+

Lineares Gleichungssystem!
e n+ 1 Variablen, aber nur n — 1 Gleichungen.
e Rang: n — 1. Losbar, aber nicht eindeutig 16sbar.

Natiirlich nicht: Wir haben mg und m,, noch nicht festgelegt!

Randbedingungen:
Verschiedene Moglichkeiten:

1. Natiirliche Randbedingungen

s"(z0) = " (xp) = 0.

13
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2. Vollstandige Randbedingungen
s'(zo) = f'(a), s'(zn) = f'(b).

3. Periodische Randbedingungen

s'(wo) = 8'(xy), 8" (xn) = 5" (xn).

4. etc...

Das Gleichungssystem ist tridiagonal! Damit ist es in O(n) Schritten 16sbar (Thomas-
Algorithmus)!

1.2.3 Interpolationsfehler

Es existieren viele Abschétzungen fiir den Fehler in diversen Normen, auch Fehler der
Ableitung.

Eine der besten:

Satz 1.8 (Hall und Meyer [9]). Sei A eine Zerlegung, und setze h := max |rp41 —
wy|. Sei f € C*([a,b]) und sei s € S2(A) die Spline-Interpolierende mit natiirlichen
Randbedingungen (d.h., s"(a) = s"(b) = 0. Dann gilt

)
17 = slloo < 527 1F D)

Beachte: Resultat ist unabhéngig von der Lage der Stiitzstellen!
o Beweis leider zu lang zum Vorrechnen.

Hier ein schwacheres Resultat als Alternative:

Definiere dafiir die 2-Norm

b
7l := ) [ 1) P da.

Satz 1.9. Sei A eine Zerlegung von [a,b] und f € C?([a,b]). Sei s € S3(A) die Spline-
Interpolierende mit natiirlichen oder vollstindigen Randbedingungen. Dann ist

1 s
1 = slloo < P2 1" [l2-
Beweis. e Setzer = f —s.

e 1 hat mindestens die n + 1 Nullstellen xzq, ..., z,.

e Satz von Rolle: ' hat mindestens n Nullstellen.

14
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o Zwei benachbarte Nullstellen von 7’ sind hochstens 2h voneinander entfernt.
o 1/ ist stetig, [a,b] kompakt = Iz € [a,b] mit |r'(2)]| = ||| co-

e Sei zg die z am néchsten gelegene Nullstelle von 7'
=|z— 20 < 3-2h=h.

e Sei O.B.d.A. z < z.
e Rechnen:
17112, = 17 (2) [ = [/ (2) =" (20) |

z 2
/ () dm’ .

0

Cauchy-Schwarz: |(z,y)|? < (z,z){y,y)

/zr"(x).ldx‘Zg/z(r"(m))QdQ:-/zldm

20 20 20

< hllr"3. (1.3)

Jetzt der gleiche Trick fiir r selbst:

o Jy € [a,b] so dass |r(y)| = ||7]|co-

e Sei yo die y am néchsten liegende Nullstelle von 7.

O.B.d.A. y <.

e Rechnen:
Yy

Irlloo = r(y) = r(yo)l = | [ +"(a) ]
Y

0
Y h
<l [ da ="

17| oo
Yo 2 >

 Einsetzen von (1.3):

h
Irlloo < S VA" 2.

e Also )
3
1f = slloo < §h§Hf" —5"la. O

Verwunderung: Rechts soll || f”||2 stehen, nicht || f” — s"[|27!?

Das gilt auch, denn es ist immer || f” — s"||2 < ||f]|2!

15
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Wie beweist man das?

Dreiecksungleichung? Nein, denn
LF =" ="+ " < 1" ="+ 1Is”]
Erstaunlich: es gilt die Dreiecks-Ungleichung mit Gleichheit!

Satz 1.10. Es gilt
1F713 = 1L/ = 8”113 + 15”113,

also insbesondere

1£7 = "I < 11£7]1-

Beachte: Mit dem Satz des Pythagoras kann man das wie folgt interpretieren:

1" — §" steht senkrecht auf s” im Sinne des Skalarprodukts (v, w) = [ ; vw dx.
Beweis. Wir zeigen |1 — 1" — "3 = 5" 3

Rechnen:

b b
17— 18" =" = [ (@) da— [ (@) = " (@) da

b
= [ @@ = (@) 2r @) @) - (@) @) + ()| do
=0

=0

b

b
=2 [(@) =" @)s @) do+ [ (@) do.

a

=J =[Is"@)II3

Wir zeigen J = 0 (Beachte: J ist das Lo-Skalarprodukt von f” — s” und s”, und J =0
bedeutet gerade dass diese zwei Vektoren senkrecht aufeinander stehen!)

Partielle Integration:
b b
J:(fl_sl)sll —/(f'—s')s"'dx
a a

Jl J2

1. Jo =0, denn s” ist auf jedem Teilintervall konstant, und damit

n—1 Thy1
Jy = Z " <$k +2xk+1> / (f' — &) dz
k=0 Lk
n—1 z
= Z z <$k +25L’k+1> (f —s) o
k=0 Tk
=0.

16
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2. Weiterhin soll J; = (f'(b) — s'(b))s"(b) — (f'(a) — §'(a))s”(a) gleich 0 sein.
Dies gilt wenn man die Randbedingungen passend wahlt, z.B.:
 Natiirliche Randbedingungen: s”(a) = s”(b) =0
 Vollstandige Randbedingungen: f'(a) — s'(a) =0, f/(b) — s'(b) =0 O

Aus
1713 = 1F" = s"13 = 11s"113
folgt
15" l2 < 1.2

Korollar. s minimiert ||-”||o in der Menge aller C?-Funktionen die die Interpolations- und
Randbedingungen erfiillen.

Bewets. e Sei § eine C?-Funktion die die Rand- und Interpolationsbedingungen erfiillt,
und [|§"]]s < [|s"[|2-

e Dann ist s auch Spline-Interpolierende von 3.

e Mit Satz 1”112 < 113"

o Widerspruch!

1.2.4 Geometrische Interpretation
Konstrukteure wollen Kurven, die so glatt wie moglich sind.
Was heifit hier ,so glatt wie moglich*“?

e S0 gerade wie moglich, keine unnotige Kurve“

e Die ,Kriimmung* soll moglichst gering sein.

Was ist die Kriimmung einer ebenen Kurve ?
e Gerade: Kriimmung = 0.
e Kreis: Kriimmung konstant = %

o Allgemeine Kurve: Inverser Radius des Schmiegekreises. (Der Kreis, der eine Kurve
an einem Punkt am besten annéhert.)

17
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Sei die Kurve Graph einer Funktion g : R — R.

9" (x)

e Kriimmung von g ist
(1+(g'())?)

o Falls ¢ klein ist ist das ~ ¢”

=,,Kubische Splines minimieren die Kriimmung*.

1.2.5 B-Splines
o Basis-Splines
o Entwickelt in den 1950ern und 1960ern in der Luftfahrt- und Automobilindustrie.

Keine neue Art von Funktionen!

Sstattdessen: Einen neue Basis fiir den Spline-Raum S, (A).

e Problem mit der alten Basis: Basis ist global: jeder Wert fi, & = 0,n beeinflusst
den Wert der Splinefunktion auf ganz [a, b].

e Kein Problem, wenn die Stiirtzwerte f; fest gegeben sind.

e Aber: Problem, wenn Splines zum Modellieren von Kurven und Flachen verwendet
werden.

o Deshalb: konstruiere lokale Basis von S! (A)

(D.h. Basisfunktionen haben lokalen Tréger)

o Beschreibe Funktionen/ Kurven/ Flachen durch Koeffizienten bzgl dieser Basis!
Solche Splines sind nicht interpolierend. In der Modellierung ist das aber egal.

Definition. Sei x; < --- < x, eine Folge von Knoten (d.h.: Stiitzstellen). Dann sind die
B-Splines Ny(x) der Ordnung p firp=1,...,nundi=1,...,n— p erklirt durch:

1 falls xp <z < xRy,

Nk71(x) = {

0 sonst.

18
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. T — Tk Thktp — T
Nip(@) = ————Nigp1(2) + ———— Niy1,p-1()
Tht4p—1 — Tk Lk+p — Th+1
Beispiel. e p=1:
1 fallszy <z < 211
Nia(z) := { 0
sonst.
1
| |
| |
| |
| |
| |
| |
Tk—1 Lk 9Uk‘_+1 Th+2
[ ) p = 2
T — T T2 — T
) Thi1 — Th [k, Try1] Ttz — Tho [Tr41,Zrt2]
T—xp 3
P falls xp, <o < gy
_ LTp42—T
=3 it falls 11 <2 < xpy0
0 sonst.
Tp—1 x Tk+1 +2

— p — p+ 1 Stiickweise Multiplikation mit Linearfaktor
= N}, ist stiickweises Polynom der Ordnung p — 1.

— Information aus p Intervallen = lokaler Tréiger

L] p:3

Th—1 Tk Lk+3

Eigenschaft:
Nk,p(-r) > 07 Vk,p,ilf

Darstellung von Spline-Funktionen:

S(.T) = Z f/cNk,p(x)

k=1

19
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Achtung: es gilt NICHT s(zy) = f !
Ableitung:

—Npt1p-1(z Nip-1(z
N,;,p«c):(p—l)( 1@ | Nepal2)
Tk+p — Lh+1 Th+p—1 — Tk

Grofler Vorteil: Man kann die Glattheit der Funktionen an den Stiitzstellen kontrollieren,
indem man mehrfache Stiitzstellen zulésst.

Satz 1.11. Sei x ein m-facher Knoten, d.h
Tj—1 <Tj =Tj41 = Tjtm—1 < Tj4m

Dann ist Ny, an der Stelle x; mindestens p — 1 — m-mal stetig differenzierbar.

20



2 Numerische Quadratur/Integration

Gegeben: integrierbare Funktion f : [a,b] — R
Ziel: Finde I(f) := f{ff(a:) dx

Satz 2.1 (Fundamentalsatz). Sei F' Stammfunktion von f, also F' = f. Dann ist:

I(f) = F(b) — F(a).
Aber: Die Stammfunktion F' ist haufig nicht bekannt!

Oder: F ist schwierig zu handhaben!
Beispiel.
i 22k+1
fl@)=e"  Fx) =) 77
|
= (2k + 1)k!
Besser: I(f) numerisch (d.h. approximativ) berechnen.
Idee: Wir wissen, wie man Polynome integriert.
e Sei A=a<zg<x1...2, <Db eine Zerlegung des Integrationsgebiets.

e Sei p, das dazugehorige Interpolationspolynom von f.

o Approximiere

Einsetzen ergibt

b b N n b
Q.(f) = n(2) dr = f(zp)Lg(2) do = flz Li(z) dx
()= [ ) do = [73 flaale) de = 32 7o) [ Luto)

= flaw)a,

k=0

mit reellen Koeffizienten ay, die nicht von f abhéngen.

Wie genau ist diese Approximation?

e Wir ahnen schon: es hingt von der Verteilung der Stiitzstellen ab.
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2.1 Die Newton-Cotes-Formeln
(Roger Cotes 1682-1716, engl. Mathematiker)

Sei h = =2 und 21, = a + hk.

Das dazugehorlge Qn(+) heifit (abgeschlossene) Newton-Cotes-Formel.

Trapezregel: n=1
o Stiitzstellen xg = a,x1 = b
e Lagrange-Polynome:

_rx—mw b -y T—a
Lo(.%‘)— Trog— T1 - h Ll(x)_ Ir1 — X0 N h

e Integrale der Lagrange-Polynome

/LO h/b—:vda:z%(bx—:c;)
1

und

e Also:
h
Q1(f) = ﬂfo/Lo d:l:~|—f$1/L1 )dz = f($0)+ f(-fvl)
Simpson-Regel: n =2

S (o) + o f ) + 5 fe2)

Q2(f) = 5

2.2 Quadraturfehler der Simpson-Regel

Satz 2.2. Sei f € C*a,b]. Dann ist

_ 15
Q) ~ 1] < 75h1F Y e

nig {iberraschend: Polvnom m Grad < rden exakt integriert.
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Beweis. e Wir benutzen die Hilfsfunktion aus Satz [[.4]

w(z) = (r—a)(z —x1)(x —b) =(y+h)y(y—h)
mit y (= — x7.

e Das Integral davon ist
h
Wty = [ (w+h)y@—hdy=0

da der Integrand ungerade ist.

Jetzt der Satz [[.4) zum Interpolationsfehler von po:

» Es existiert ein £ € (a,b) so dass:

1)~ (@) = L)

o Integriere iiber [a,b], und addiere eine Null:

b 1 ui 1 " 1 "
| (@) = pa@)] da] = £ 1" @0)w(e) + 51" Oul@) = 51" @1 )w(a)

= i) [wt@ drs [ (5760 - 1) o) da
L
< g max [0 - @) [ s

o Mittelwertsatz (f ist C*):
3¢ € (a,b) so dass

@) = @) = [FOQ] = 21| < hISD oo

<h

o Integrals des Betrags der Hilfsfunktion:

/ab|w(x)dx = /}; ‘(y+ h)y (y — h)‘ dy = Q/Oh(y2 Ry dy = %h‘*

e Deshalb
b
Q) =1 =| [ /@) = pa(a)] do

1 b
<hlf Dl [ @) do
—————

—1p4
_2h

_ 1@

23
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Ahnlich zeigt man:

Lemma 2.1. Fir die Trapezregel Q1 gilt

1 31| £
Q1) = LN < P71 oo

Wir haben also

Q1 — h?  Trapez-Regel
Q2 — h° Simpson
Qs —h" p=3

Vermutlich liefert Q3 die Konvergenzordnung h”?
Satz 2.3. Sei Q,, die n-te Newton-Cotes-Formel
a) Falls n gerade und f € C""2, so existiert ein & € (a,b) so dass

B hn+3f(n+2) (5)

1) = Quir) = "L [T B2 )

b) Falls n ungerade und f € C"*1, so existiert ein & € (a,b) so dass

hn+2f(n+1)

1) - Qul) = S [ == - a

(n+1)!

Moral: Nur beim Ubergang von ungerader zu gerader Ordnung gewinnt man tatséchlich
etwas.

Im Prinzip kénnte man Formeln immer héherer Ordnung nehmen, und wiirde immer
genauere Approximationen bekommen.

Aber: Ab n > 7 bekommt man teilweise negative Gewichte, d.h.

n

b
Qu(f) = flep)ar  mit ak:/a Li(z) dz < 0.

k=0
Solche Quadraturformeln verletzen die folgende Monotonie des Integrals:

b
aus f(x) >0 Vz € (a,b) folgt / fdx>0.

Deshalb verwendet man i.A. nur Newton-Cotes-Formeln bis n = 6.
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2.3 Zusammengesetzte (summierte) Newton-Cotes-Formeln
o Zerlege Intervall in Teilintervalle
e Quadraturformel niedriger Ordnung auf jedem Teilintervall
o Zerlege [a,b] in r gleichgrofle Stiicke der Breite h := b_T“.
o Zerlege jedes dieser Stiicke wiederum in n gleichgrofie Stiicke.

o Zusammengesetzte Trapezregel:

Th(f) 1= 5 (£(0) 25 ex) + 2 (e2) -+ 27 (@10) + Flvn)

o Zusammengesetzte Simpsonregel:

Sn(f) = h (f(ﬂCo) +4f(x1)+2f (x2)+4f(x3)+2- -4+ 2f (x1—2) +4f (x1-1) + [ (Trn))

6
Satz 2.4.
e Fiir alle f € C? gilt
T(F) ~ 1) < R e
e Fiir alle f € C* gilt
1Su(7) ~ TP < T b D)
Aufwand: Trapezregel
: : : : : : : : : : |
b—a

Simpson

n = 2, h = 2hTrapez

Fine Funktionsauswertung pro Stiitzstelle:
— Summierte Trapez- & Simpson-Regel sind in etwa gleich teuer.

— Aber die summierte Simpson-Regel ist deutlich genauer.
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2.4 GauB-Quadratur

Newton-Cotes: Approximiere

b b
/ f(x)dx durch / pn(x) dx,

wobei p,, das Interpolationspolynom n-ten Grades fiir gleichverteilte Stitzstellen ist.

Bewiesen: Diese Approximation ist exakt fiir alle Polynome vom Grad héchstens n.

Bekannt:
o Gleichverteilte Stiitzstellen sind nicht optimal.
o Konnen wir mit anderen Stiitzstellen genauer integrieren?

o Idealerweise:
a) Wir haben 2n + 2 Freiheitsgrade (n + 1 Werte + n + 1 Pos.)
b) Ein Polynom vom Grad 2n + 1 hat 2n + 2 Koeffizienten

= Wir wollen Polynome vom Grad 2n + 1 exakt integrieren kénnen.

Aber: Die Positionen der Stiitzstellen gehen nichtlinear in den Fehler der Quadraturformel
ein.

Deshalb reicht ein simples Abzédhlen der Freiheitsgrade nicht aus.

2.4.1 Gewichtete Integrale

Die Gaufl-Quadratur wird meistens in einem etwas allgemeineren Kontext eingefiihrt.
e Der Preis fiir diese zusétzliche Allgemeinheit ist gering.

Folgendes Problem wird gelost: Wie integrieren wir z.B. /z?
o Diese Funktion hat unbeschriankte Ableitungen!
e Die Fehlerabschéitzungen sagen deshalb grofie Quadraturfehler voraus!

Idee: Gewichtete Integrale
Sei w : [a,b] — R eine Gewichtsfunktion, d.h. w(z) > 0 auf [a, b] und w(xz) > 0 auf (a,b).

Approximiere
b n
I(f,w):= / f(z)w(x)dz durch Zakf(xk).
a k=0

Hoffnung: Nur die Glattheit von f soll in den Fehlerabschatzungen auftauchen.
Die Gewichtsfunktion w muss irgendwie in die Quadraturgewichte a; einfliefen.

»,Klassische“ Gewichte:
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w ‘ [a, b] ‘ Name
1 [—1,1] Gauss—Legendre
< —1,1] | Gauss—Tschebyscheff
e (—00,00) | Gauss—Hermite
1—2)*(1+2)", «aB>-1] [-1,1] | Gauss-Jacobi

Konnen wir jetzt die Stiitzstellen so wéhlen dass

Gua($) = [ w@)f@) do

gilt fiir alle Polynome vom Grad héchstens 2n + 17

2.4.2 Orthogonale Polynome
Die Geheimwaffe: orthogonale Polynome

e Das sind Familien von Polynomen

Po,P1,D25 - - - szHz
die paarweise orthogonal sind (bzgl. eines noch zu wiahlenden Skalarprodukts).

Lemma 2.2. Fir alle n € N sei Q. () eine Quadraturformel mit Stitzstellen
Ton < Tip < -+ < Tpn.
Fiir jedes n € N definiere das Polynom

Prni1(x) == (& — zon) (z — x1p) .. (T — Tpp) € Uppgq.

Falls Q. fiir alle Polynome aus Ila, 1 exakt ist, dann steht p,41 w-senkrecht auf allen
Polynomen niedrigerer Ordnung. Daraus wiederum folgt dass die pg,...,pn paarweise
w-orthogonal sind, d.h.

b
i) = [ w@p@p@)de =0 i£j 1j=0...n

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass (p;, pn+1)w = 0 fiir alle j < n + 1.
e Seialso j <n+ 1, und somit p;jp,41 € Hop1.

e Rechnen:

b
(pj7pn+1)w :/ WP;Pn+1 dx

a

= Qn,w(pjpn—i-l) da Qn,w exakt auf Io, 41

n

= @ (Tkn) Prs1 (@) da

=0. O
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Die gesuchten Knoten xy, miissen also die Nullstellen von Orthogonalpolynomen sein.
Gibt es so etwas immer?

Satz 2.5 (Deuflhard und Hohmann, Satz 6.2). Sei w : (a,b) — R eine Gewichtsfunktion,

so dass
IPllw == 1/ (P, P)w “ ’wp2d:L‘<OO

fiir alle Polynome p. Dann gibt es eine emdeutzg bestimmte Familie von Orthogonalpoly-
nomen py, € Iy mit filhrendem Koeffizienten 1.
Die Polynome geniigen der Dreitermrekursion

pr(r) = (v + ar)pr—1 + Bepr—2() k=1,2,...
mit
p-1 = 07 bo = 1
und Koeffizienten

(TPr—1,Ph—1)w N (Pr—15Pk—1)w
AU B =

Qf = —
(Pr—1, Pk—1)w (Pr—2, Pk—2)w

Okay, es gibt solche Polynome. Aber kann man die Nullstellen auch wirklich als Quadra-
turpunkte nutzen?

Satz 2.6 (Deuflhard und Hohmann, Satz 6.5). Das Orthogonalpolynom py € I hat
genau k einfache Nullstellen in (a,b).

Beweis.

o Seien x1,...,x,, die m verschiedenen Punkte x; € (a,b), an denen pj, sein Vorzeichen
wechselt.

e 7Zu zeigen: m > k.
o Definiere ¢(z) :== (z —x1) -+ (x — zpn)
o ¢(z) wechselt an den gleichen Stellen sein Vorzeichen.
e wqpy wechselt sein Vorzeichen gar nicht!
e Daraus folgt ,
(¢, Pk)w = /a wqpy dx # 0.
o pi steht aber senkrecht auf IIx_q (Denn po, ..., pg—1 ist Basis von IIx_1)

q &y

e =>m>k O
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2.4.3 Quadratur mit Orthogonalpolynomen
Wir wissen jetzt

o Qn . exakt fiir 1,11 = Stiitzstellen sind Nullstellen eines Orthogonalpolynoms.

Aber gilt auch die andere Richtung?

e Die Gewichte wahlen wir auf jeden Fall wie gehabt:
b
7 :/ Lin(z) dz.

Damit ist die Formel automatisch exakt bis Ordnung n.

Das reicht schon!

Lemma 2.3 (Deuflhard und Hohmann, Lemma 9.10). Seien xy,...,x, die Nullstellen
des (n + 1)-ten Orthogonalpolynoms ppi1. Sei Qnw(f) = >isgaif(x;) eine beliebige
Quadraturformel. Dann gilt

Qnw exakt auf 11, — Qnw exakt auf Hopiq.
Bewets.
o Sei Q. exakt auf II,, und p € Ilap41.
e Polynomdivision: dq,r € II,, so dass

D = qpn+1 + T

e Pp41 ist w-senkrecht zu 11,

b b b
:>/ wpd:c:/ WAPp+1 dx—i—/ wrdr = Qnaw(T)

=0

Z axr(zk)
0

k

M=

ar(a(wr) posa (@) +7(21))
T
= Qn,w (p) O

e
Il

0

Wie genau ist die Gauss-Quadratur, falls der Integrand kein Polynom in I, ist?

Satz 2.7 (Deuflhard und Hohmann, Satz 9.12). Sei f € C*"*2. Dann ewistiert ein
€ € [a,b] so dass
f(2n+2) (f)

b
/a wfdr — Qn,w(f) =
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Die rechte Seite hiangt also tatséchlich nicht von den Ableitungen der Gewichtsfunktion
ab!

Die Gaufl-Quadratur hat noch einen weiteren wichtigen Vorteil:
Satz 2.8. Alle Gewichte einer Gauss-Formel sind positiv!
Bewets.

e Sei g € Iy, 41 ein Polynom, das nur an einem Knoten xj nicht verschwindet, also
q(zk) #£0 und q(x;) =0 Vi # k.

o Wir integrieren dieses Polynom:

b 1 b
/ wqdr = apq(zk) = ap = / wqdz.
a C](I'k) a

e aj wird positiv wenn ¢ zum Beispiel ein Quadrat ist.
Waihle ein bestimmtes g:
pn-‘rl(x) 2
)= (———~
ate) = (72
= (2 —0)? (2 — w12 — wps1) - (0 — )

¢ Dieses Polynom ist punktweise nicht-negativ, und da die Nullstellen paarweise
verschieden sind gilt ¢(xy) > 0. Deshalb folgt

1
Q(wk)

b
ap = / wqdzx > 0. ]
a

2.5 Extrapolationsverfahren fiir Quadratur

Idee: Sei Qp,(f) eine Approximation von I(f), die von einem Parameter h abhingt.

o Annahme: limp_,0 Qn(f) = I(f)
o Berechne zwei (oder mehr) Werte Qn, (f), Qn,(f)

o Versuche daraus auf Qo(f) zu schlieflen

extrapoliertes Qo(f)_—

o b

Gibt es Quadraturregeln fiir die diese Extrapolation besonders gut funktioniert?
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2.5.1 Romberg-Quadratur

[Nach: Werner Romberg, 1909 Berlin - 2003 Heidelberg, emigrierte in die Sowjetunion
und Norwegen, Professor in Trondheim und Heidelberg]

Romberg-Quadratur wendet Extrapolation auf die summierte Trapezregel an:

T(h) := 5f(a) +h> fla+ih)+ §f(b).
=1

Um das Fehlerverhalten von 7'(h) zu verstehen brauchen wir eine asymptotische Entwick-
lung:

Satz 2.9 (Deuflhard und Hohmann, Satz 9.6). Sei f € C?™*[a,b] und h = bfT“ fir ein
n € N. Dann gilt fir die summierte Trapezsumme

b
/ F(x) de = T(h) + eah® + cah® + -+ comh®™ + Ropmsa(h)h2"+?

mit Koeffizienten ca,ca, . ... Der Restterm Rapyi2(h)h®™ 2 ist beschrinkt in h.

(Interessant: fiir m — oo gilt 79, — 0o. Deshalb konvergiert die Reihe selbst fiir f € C*
nicht!)

Da die Reihe von T} nur gerade Potenzen enthélt, empfiehlt es sich, die Extrapolation in
der Variablen h? statt h zu machen:

T(h)

extrapoliertes Integral —

h2 h2 h?

o Lineares Interpolationspolynom durch die Punkte (h?,T(h1)) und (h3,T(hs)):

T'(hg) —T(h1)

h?) =T(h

(h* = hi)

Extrapolierter Wert:

he) — T'(h1)

p(0) = T(h) - TR (2.1)
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Beispiel: h1 = 2ho

p(0) = T(2hy) — LUt2) = T(2h2)

(2hy)?

13 — (2hy)?
= T(2hy) + L) = 3T(2h2)) &

_ AT (he) — T(2h2)
B 3

= é[hg(Qf(a—l—O-h2)~|—4f(a—|—1-h2)+---+2f(b))

a5 flat 0+ ho) = L f(at2 ha) — -~ L ()]

= S(h),die summierte Simpson-Formel!

— Wiederentdeckung einer bekannten Formel, aber mit dem Extrapolationszugang sind
wir flexibler.

Alternative Begriindung warum die Formel (2.1]) eine gute Idee ist:
o Asymptotische Entwicklung der Trapezregel:

I)
b
/ f(z) dx = T(h) + cah? + c4h* + cgh® +
1)
b
/ f(x) dz = T(2h) + 4cah® + 16¢4h* + 64ch® +

o Multipliziere (I) mit 4, ziehe dann (II) ab:

3/ flo AT (h) — T(2h) — 12c4h™ — 60chS —

:/ f(z dx—M—4C4h4—2Ocﬁh6—

Der Fehler ist jetzt also in O(h*) statt in O(h?).

2.5.2 Extrapolation mit mehr als zwei Stiitzstellen
e Angenommen wir haben Werte von T fiir k unterschiedlche Schrittweiten hq, ..., hg.

o Wiihle p das Interpolationspolynom mit Stiitzstellen h, h3, ... ,hi zu den Werten
T(hl)v T(h2)7 s 7T(hk)

e Werte p an der Stelle 0 aus.

Das kann man mit dem Wissen machen, das wir schon von der Polynominterpolation
haben.

Andererseits bietet sich hier ein besonderer Trick an: Wir wollen ja nicht das ganze
Polynom p, sondern nur dessen Wert an einer einzigen Stelle.
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Der Algorithmus von Aitken und Neville Der Algorithmus von Aitken und Neville
ist ein schnelles Verfahren um ein Interpolationspolynom an einem einzigen Punkt
auszuwerten. Er funktioniert allgemein, d.h., nicht nur im Kontext von numerischer
Quadratur.

Lemma 2.4. Fir das Interpolationspolynom P = P(f|xo,...,zy) gilt

(xo — ) P(f|x1,...,20)(x) — (20 — ) P(f| 0, - .. ,xn,l)(x)'

ToTn

P(f|$07 . ,J,‘n)(.’ﬂ) =
Sei z jetzt fest (Fiir die Romberg-Quadratur z.B: z = 0).

o Vereinfachte Notation: Py, := P(f|x;_k,...,x;)(z) fir i > k
e Gesucht: P,
e Schema von Neville:

Poo

Py —3 Py

L .

P,1o— -+ Phipa
P.o >~ ... Pon1 }pm

33






3 Lineare Gleichungssysteme

Problem: Finde z € R"™ so dass

fiir gegebenes A € R™*™ und b € R™.
Dies ist ein sehr wichtiges Problem!
1) Viele Anwendungsprobleme lassen sich in dieser Form schreiben

2) Die einzigen Gleichungssysteme, die sich tatsichlich direkt (d.h. nicht iterativ) 16sen
lassen

3) Nichtlineare Gleichungen werden haufig gelost, indem Folgen von linearen Gleichungs-
systemen gelost werden.

Erinnerung:
Satz 3.1. Es existiert ein eindeutiges © € R™ mit Az = b genau dann wenn det A # 0.

Cramer’sche Regel: (1750, vorher schon Leibniz bekannt)

det A;
T = det Az’ i=1,...,n wobei A; = A mit der i-ten Spalte durch b ersetzt
e

Funktioniert, ist aber viel zu teuer!

e n+ 1 Determinanten
e 1 Determinante: det A = 3" g sgn(0)ai o(1) " an o)

o n-n! Multiplikationen (Es gibt auch schnellere Algorithmen)
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n | (n+1)-n-n!| Zeit (bei 1 GFLOP)
1 2
2 12
3 72

10 400 - 10° 0,4s
11 5,26 - 10° 5,26
12 74s
13 1133s (ca. 19 min)
14 5h
15 87h
16

65 Tage

Man konnte versucht sein, A~ zu berechnen und dann einfach

r=A"1b

zu setzen.

Davon ist abzuraten:

Man 16st quasi Az = b fur alle b

Manchmal ist das schwierig, selbst wenn es fiir einzelne b leicht ist.

Wenn man nur endliche Rechengenauigkeit hat wird = moglicherweise sehr unprézise.

FEine goldene Regel der Numerik: Invertieren von Matrizen ist nie notwendig, und
sollte immer vermieden werden.

Genaueres spater

3.1 Dreiecksmatrizen

Das Losen ist einfacher, wenn die Matrizen eine besondere Form haben.

Ein wichtiger Fall: Dreiecksmatrizen

’I“Z‘j:(), i>j

121+ Tr1222 + - F T1pTn = 21

T92X9 + +++ + TopnTy = 29

TnnTn = Zn
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Losen durch Rickwdrtssubstitution:

Tn = Zn/rnn

Tpn—1 = (Zn - rnfl,nxn)/rnfl,nfl

Xr1 = (21 — T2y — ... — Tnn$n)/7'11-

Durchfiihrbar, falls alle r;; #0, ¢ =1,.

e Esgilt:det R=1r11-7r9 - 7Tpp
= Durchfithrbar, falls det R # 0

SN

Aufwand: ~ %2 Multiplikationen/Divisionen

3.2 Das GaulBsche Eliminationsverfahren

« Von Gaufl 1809 beschrieben (als bekannt erwéhnt!)

e Lagrange schon 1759 bekannt

e In China schon kurz vor Christi Geburt bekannt

Allgemeines Gleichungssystem:
Ausgeschrieben:
a1 +  areT2

a1x1  + a2

anp1T1  +  ap2T2

Axr=1b

+ ... 4+ atnxn = b
+ ... 4+ agpxy, = by
+ ... 4+ apnTn = by

Idee: Forme Gleichungssystem in ein oberes Dreieckssystem um.

Dafiir ausreichend: eliminere alle Eintrage unterhalb von aj; (der Rest geht rekursiv).

Wie macht man das?

e Voraussetzung: a1 # 0

e Um a2 in Zeile 4, (i = 2,...,n) zu eliminieren:

— Subtrahiere von Zeile 7 ein Vielfaches von Zeile 1

Neue Zeile i:

(ain — linan) 1 + (a2 — linai2) x2 + - - - + (@in — lina1n) xn = b — linby
—_————

=0 =:a’
falls lil :ZTII i

~—————

—n!
_'ain
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e Durchfiihrbar falls a1; # 0.
o In den Zeilen 2,...,n steht eine (n — 1) x (n — 1)-Matrix
e Man wende das Verfahren darauf an:

= Folge von Matrizen:
A=AM 5 AQ) 5 A . R

Wir haben das allgemeine Gleichungssystem Ax = b in ein Dreieckssystem Rx = z
umgeformt.

3.2.1 Aufwand

 Rechenaufwand fiir die Umformung: O(n?) Multiplikationen
o Losen des Dreieckssystems: O(n?) Schritte

— insgesamt also O(n?)
Immer noch viel, aber deutlich besser als (n+ 1) - n - n!

Laufzeit:

n n3 | Zeit bei 1 GFLOP
1 1
2 8
3 27
10 | 1000

100 | 1-106

1000 | 1-10° 1s

3.3 Durchfiihrbarkeit

Vorwértselimination ist durchfithrbar, falls a}({l;) 0, k=1,...n.
Problem: Diese Zahlen entstehen erst wihrend des Verfahrens.
Entscheide a priori, ob das Gauf3-Verfahren fiir ein A durchfithrbar ist.
Definition. Fine Matriz A = (a;;) € R™" heif§t streng diagonaldominant, falls
n
|ai;| > Z la;;| fir allei=1,...,n
j=1
G

Lemma 3.1. Fualls A € R™" streng diagonaldominant ist, so ist die Vorwdrtselimination

durchfiihrbar.

Beweis. Die Matrix A1) ist streng diagonaldominant.
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— Also insbesondere |ai1| > 0
— Der erste Schritt ist durchfiihrbar.

Induktion: Aus A® streng diagonaldominant folgt A*+1) streng diagonaldominant.
e Sei i eine Matrixzeile.

o Falls i <k, so ist die i-te Zeile von A**Y identisch mit der i-ten Zeile von A*)
— nichts zu zeigen.

e Seialso i > k.

n

az(fﬂ)‘ = Z agfﬂ)‘ (fiir kleinere j ist a%ﬁl) =0)
Jj=k+1

J#i

(k) (k)

_ i HON Apj Qi

M-

S

.S
Sl

(k + 1-ter Eliminationsschritt)

]S

j=k+1 kk | j=k+1
j#i J#

" Lol e e L®
_ ok
= 3l 25 3 [l i)
=k App |\ j=k+1
J#i —
— <Jal®|

<la{¥|
(k)
Ak
(k)
Ok

< a(»k)

(23

- e+

(i

aly afy
k
al(ck)
k) (K
o _ ala®

o

Ay~ — %)
al(ck
— |+ ’ O

0

Korollar. Sei A streng diagonaldominant. Dann ist auch die Riickwartssubstitution
durchfiihrbar.

Beweis. R = A™ ist streng diagonaldominant, also sind alle Diagonalelemente # 0. [
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3.4 Die LR-Zerlegung

Folge von Matrizen:

A=AD 5 A® AW = R
Der Ubergang von A®) p(*) zu AG+D) p(+1) jst linear
= Es gibt eine Matrix L € R"*", so dass
AFFD — AR ynd D = L),
Die Matrix Ly heifit Frobenius-Matriz.

o Explizite Form:

1
1
L. =
F —lgr1r 1
_ln,k 1
o Interessanterweise:
1
1
L' =
k b1k 1
Lok 1
e Auflerdem:
1
—l9n 1
L_l =L, 1+ Lp_9----- L= —l31 —l39 1
_lnl _ln,n—l 1
Damit ist
R=A" =1, ;A" =1, L, ,A"2 =140 =14
also

A=LR und z=L""b.
Diese Zerlegung von A in zwei Dreiecksmatrizen heifit L R-Zerlegung.

(Haufig auch LU-Zerlegung, wegen englisch: “lower-upper”)

Die Gauf-Elimination nimmt damit folgende Form an:
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1) Berechne Zerlegung A = LR

2) Bestimme z € R" so dass Lz = b (Vorwértssubstitution)

3) Bestimme x € R" so dass Rx = z (Riickwértssubstitution)

Vorteil dieser Sichtweise: nur 1) ist teuer (O(n?)), Schritte 2) und 3) sind in O(n?).

e Falls man mehrere Gleichungssysteme Ax; = b;, i = 1,...,m zu lésen hat, muss
man den teuren Schritt 1) nur einmal machen.

Bemerkung. Die LR-Zerlegung bietet auch eine klassische Moglichkeit, um die Determi-
nante von A auszurechnen. Denn

det A=det LR =detL-det R = ln . Ty — Tig-
He =1l

3.5 Pivot-Strategien

Die Elemente der Matrizen A®) durch die dividiert wird nennt man Pivot-Elemente
(Pivot: frz.: Drehpunkt)
3.5.1 Probleme mit der einfachen GauB-Elimination

Es ist einfach, Falle zu konstruieren, wo Gauf-Elimination versagt, z. B.

0 1
A_<1 0), det A=—1+#0.

— Losung: vertausche einfach die beiden Zeilen!
Bevor wir diese Idee formalisieren:
— Das Problem ist noch schlimmer:
Auch Pivot-Elemente, die # 0, aber sehr klein sind machen Probleme.
Beispiel.

10_41‘1 +xo0=1

r1+x10 =2

Zum Losen eliminieren wir aoq:

Die zweite Zeile wird:
0 —9999z9 = —9998

Rickwartssubstitution:

0998

Tro = m = 0, 998

21 = 10000(1 — 25) = 10000(L) = 1,0001.
9999/ ~
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Realitdt: Rechner konnen nur Zahlen mit einer Maximalzahl an Dezimalstellen darstellen.
Beispiel: 3 Dezimalstellen
Runden der exakten Losung auf 3 Stellen: 1 = 1,29 = 1.

Dieses Ergebnis wiirden wir erwarten. Aber. ..

Jetzt machen wir Gauf-Elimination und haben zu jedem Zeitpunkt nur 3 giiltige Stellen:

1,00 - 10~ %2 + 1,00z2 = 1,00
1,001 4 1,00z = 2,00

Eliminiere die zweite Zeile. Dafiir brauchen wir den Faktor

1,00

= To0 101 = 1,00 - 10*

l21

Aus der zweiten Zeilen wird:
(1,00 — 1,00 - 10* - 1,00 - 10~*) 2y + (1,00 — 1,00 - 10* - 1,00)z2 = 2,00 — 1,00 - 10* - 1,00
bzw.
01 + (1,00 - 10000) 29 = 2,00 — 10000
—9990 a2 = —9990

Rickwartssubstitution:

Tr9 = 1,00 v
T = 0 ®

Der Algorithmus hat anscheinend ein v6llig falsches Ergebnis produziert!

Fazit: Das Gauf-Verfahren versagt

a) falls eins der Pivotelemente a,(jg) gleich Null ist.

b) Anscheinend versagt es zumindest manchmal auch, wenn agz) = 0 aber klein ist, und

wir nur eine endliche Rechengenauigkeit haben (so richtig verstanden haben wir das
noch nicht).

3.5.2 Pivot-Strategien
Als a11 = 0 war hat Vertauschen der Zeilen geholfen.

Das probieren wir jetzt noch mal:

42



Mathematik Numerik

Prof. Dr. O. Sander

1,001 + 1,00z = 2,00
1,00 - 10~ %2 + 1,00z2 = 1,00

Faktor zum Eliminieren von as;:
lo1 = 1,00-107%.
Dreiecksystem:

1,00z1 + 1,00z9 = 2,00
1,00z5 = 1,00

Rickwartssubstitution:
x9 = 1,00, x1 = 1,00

Warum hat das besser funktioniert?

‘ZN21| <1 bzw. ’CNLH’ > |C~L21|

Idee der Spaltenpivotisierung:

o Vertausche Zeilen(!) der Matrix, um ein moglichst geeignetes Pivot-Element zu

finden.

Algorithmus:

a) Wabhle im Schritt A®) — A®+D ein p € {k,...,n} so dass

‘ag,?} > ‘ay,?’ Vi=k,...,n.

b) Vertausche die Zeilen p und &
(k)

a;; fallsi=p
AR 5 A® e @™ =R png =k

DJ
ot
ij

~ (k) (k)

Es gilt immer ’sz\ = Cjéi) _ aéi) <1
Qg a,

¢) Fiithre den néchsten Eliminationsschritt mit A®) statt A®) aus:

AR AU+,
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Satz 3.2 (Deuflhard und Hohmann, Satz 1.8). Falls A nicht singuldr ist, so ist die
Gauf-Elimination mit Spaltenpivotisierung durchfithrbar.

Zusitzlicher Aufwand: O(n?)
Es gibt auch:

o Zeilenpivotisierung — vertausche Spalten

« vollstdndige Pivotisierung: vertausche Zeilen und Spalten
Aufwand: O(n?), wird nur sehr selten verwendet.

3.6 Nachiteration
(engl. iterative refinement)

Selbst mit Pivotisierung kann die Losung noch ziemlich ungenau sein.

Idee der Nachiteration:
e Sei z die exakte Losung.
e Sei & die numerische Losung.

e Der Fehler § := x — % 16st die Defektgleichung

A5 = r(3) i=b— Ai (3.1)

o Lose dieses System numerisch. Nenne die Losung 6.
e Dann ist 7 + 0 eine bessere Losung des Ausgangsproblems als Z.
o Falls notig: Wiederholen.

« Losen von (3.1)) kostet nur O(n?) Operationen, da die Zerlegung der Matrix A
wiederverwendet werden kann.
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4 Kondition und Stabilitat

Warum hatten wir Probleme mit der Matrix
—4
10 1 ?
1 1

e Manche linearen Gleichungssysteme sind schwieriger als andere.

Ein Teil der Antwort:

e manche Algorithmen sind anfélliger fiir Rundungsfehler als andere.

4.1 Die Kondition eines Problems
Abstrakt: Das Losen von linearen Gleichungssystemen ist eine Abbildung

f i R™" x R" — R", f(A,D)=A"1p (Losungsoperator)

Allgemein: Losungsoperatoren sind Abbildungen

f: X—>Y.

Algorithmus: Approximation f: X — Y eines Losungsoperators:

‘ Eingabedaten‘ — ’ Algorithmus‘ — ‘Ergebnis‘

Zu einem fehlerhaften Ergebnis kénnen verschiedene Effekte beitragen:

1) Fehler in den Eingabedaten
a) Messfehler
b) Fehler durch endliche Zahlendarstellung

2) Stabilitdt des Algorithmus

e Verstarkt ein Algorithmus existierende Fehler oder dampft er sie?

3) Kondition des Problems
o Verstarkt das Problem selbst die Fehler?
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Beispiel. Gegeben zwei Geraden g und h. Bestimme den Schnittpunkt »

h " g

schlecht konditioniert

gut konditioniert
Die Schwierigkeit (Kondition) des Problems héngt vom Winkel ab, in dem sich die

Geraden schneiden:

o Stumpfer Winkel: Wird eine Gerade leicht gestort, so erfihrt auch der Schnittpunkt
eine leichte Stérung.

e Spitzer Winkel: Wir eine Gerade leicht gestort, so ist der Schnittpunkt stark gestort.

Formal: Gegeben ein Eingabewert x € X.
e x ist nur Repréasentant einer ganzen Menge F von moglichen Eingaben

e Absolute Fehler:
E={zteX : ||z—=z| <4}

z.B. Messfehler

¢ Relative Fehler:
E={zeX : [z —z| <elz|}

Der Losungsoperator f bildet E auf eine Menge f(E) ab.

« Die Kondition eines Problems ist das ,Verhéltnis von f(FE) zu E*

Quantitativ kann man (fast) nur rechnen, wenn die Fehler klein sind. Dann kann man
eine linearisierte Theorie betreiben.

Asymptotische Lipschitz-Bedingung;:

Definition. Die absolute Kondition des Problems f an der Stelle x ist die kleinste Zahl
Kabs = 0, so dass

1£(Z) = f(@)]| < Fapsl|Z — ]| + @(T)
o(T)

mit —
|z — |

— 0 fiirz — x.

o Ist f differenzierbar in x, so ist Kaps = ||f'(z)]]. Dabei ist f' € R™*"™ die Jacobi-

Matrix, || f'|| = sup,_.o ”f”,igﬁ)” die dazugehorige Matrix-Norm.

o f heilt gut konditioniert, falls k.ps ,klein® ist.
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e f heifit schlecht konditioniert, falls Kapg ,,grofl“ ist.

Definition. Die relative Kondition des Problems f an der Stelle x ist die kleinste Zahl

et 2 0 20 dass F@ - @) e—a]
f@)— f(x T—x _
@l = ey T

mit einem @ wie oben.

Falls f differenzierbar ist, so gilt e = %H ()]

4.1.1 Kondition von Addition und Subtraktion
Die Addition zweier Zahlen ist eine Abbildung

a

f:R? 5 R, f:<b>+—>a+b.

Als Norm auf R2 wihlen wir die 1-Norm:

1@, b)l1 == laf + [b].

Damit ist
s o 0D @) |
£ (a,b)]| = sup M= = sup ————— 7
2ER? (|1 |z1] + |22
x#0
B ‘1'1 +:E2|
su
|z1] + |22]
Deshalb:
Kabs = 1.
Relative Kondition: @b al + b
a, 1 , al +
= a1 = oy
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e kel = 1 falls a, b gleiche Vorzeichen haben
e Kol > 1 falls a, b unterschiedliche Vorzeichen haben!

Dieses Phanomen heifit Ausléschung

Beispiel. € =1077

unbekannt

a = 0,123467zxx2
b= 0,123456zxzxx
a—b=0,000011zzxz

Eingabe: Fehler ab der 7. Stelle
Ausgabe: Fehler in der 3. Stelle

Merke: Subtraktion fast gleicher Zahlen ist zu vermeiden!

Ausloschung fithrt ab und zu zu praktisch relevanten Problemen.
Es gibt diverse Tricks, um Ausléschung zu vermeiden:

o Bei derAddition von Zahlenfolgen:

— Sortiere die Zahlenfolge vor der Addition!

e Benutze Reihenentwicklung:

Beispiel: Fir kleine x ersetze

1 — cos(x) 1 2 2t x x?
— h -1 --—=+—=—-...)]==|1-—=+...
v dure x( =g ta )=zl "t

4.1.2 Kondition der Multiplikation
Die Multiplikation als Abbildung ist

f:RZ=R  f(a,b)=a-b.

Ableitung davon:
f'(a,b) = (b a)

Geeignete Norm: Die 2-Norm
(b a)|2 = VaZ+ b2

Eine dazu passende Matrixnorm: Frobeniusnorm (Ferdinand Georg Frobenius):

1@ B)lls = b a)llo = Va? + 52
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Deshalb:

Kaps = [[f'(a,b)]l2 = Va® + 7

I a)ll2 Va? + b? a® + b?
Firel = I1f'(a;b)]l2 = ——— Vb +a? = :
|/ (a,b)] b |a -]
Falls a =~ b, dann ist
2a?
Krel = @ =2

Die Multiplikation ist dann gut konditioniert.

Sind die Zahlen sehr unterschiedlich, zum Beispiel a ~ 1, b sehr klein (oder a ~ 1, b sehr
grof})
1 + klein

Ryel = "
re klein

4.1.3 Kondition von linearen Gleichungssystemen

Betrachte das lineare Gleichungssystem

Ax = b.

Der einfache Fall: Sei b gestort, aber A ohne Fehler bekannt.
o Losungsoperator: f: R™ — R", f(b)=A"1p
e Linear
 Ableitung: f/(b) = A~}
o Kondition:

Kabs = [l (®)] = [ A7
B I 7 NPT V't B
Rrel = Hf( )H Hf ( )” HA_le H H HCCH H H

Weniger einfach: Sei b ohne Fehler bekannt, aber die Matrix gestort.
Losungsoperator:
f:GL(n) — R™, f(A)=A"1

 nicht linear!
o Aber differenzierbar. Das folgt z.B. aus der Cramerschen Regel.

Wir rechnen die Ableitung aus:
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Lemma 4.1 (Deuflhard und Hohmann, Lemma 2.8). Die Abbildung
g: GL(n) — GL(n) g(A) = A"
ist differenzierbar. Die Richtungsableitung in Richtung C € R™*" ist

dg(A+tC)

=-AlcAn
dt |

Bewets. o Es gilt
(A+tC)A+tO) =1, Vt € (—¢,€).

o Differenziere nach ¢:

d
C(A+t0)™ + (A+ 1C) - (A+ tC)~! = 0.

e An der Stelle t = 0:

CA™' + Ai(A +t0)7Y =o.
dt t=0
o Also J
—(A+to)™| =-A"tcA™h O
dt o

Die Richtungsableitung ist linear in der Richtung C'. Wir schreiben deshalb

J(A)C :=—A"1CAL

Fiir den Losungsoperator f : A — A™1b gilt also
fl(AC =-A"tCA b= —-A"1Cx, VC e R™™,

und (f'(A) ist eine Abbildung R™*" — R"*™)

1) = sup LA _ 0 1
cz C] IC|=1
— sup A71Cz] < sup A C] ]
IC|l=1 IC|I=1
— A ]l
Also:
ans = [ A1z
und A
et = an’(A)n < |A1A7Y)

Definition. Die Zahl k(A) := ||A||||A™Y| (auch: cond(A)) heifit Kondition der Matriz A.
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e Bestimmt die Verstiarkung von relativen Fehlern in A.

e Bestimmt auch die relative Verstédrkung von Fehlern in b!

Erinnerung: mit f : b+ A~'b war

Az _

el = ]

LAl

]

AT = s (4).

o Beeinflusst die Konvergenzgeschwindigkeit von iterativen Verfahren.

Alternative Darstellung:

max -1 || Az||

K(A) = (Ubung!)

min, |- [|Az||
Eigenschaften:
o Kk(A)>1.
o k(aA) =k(A), YaeR a#0.
o A ist singuldr genau dann wenn x(A) = oo.
o Falls A symmetrisch ist und ||| = ||-||o:

_ |betragsmiBig groBter Eigenwert|

r(A)

 |betragsmiBig kleinster Eigenwert|

4.2 Stabilitat

Ein Algorithmus heifft numerisch instabil, wenn es Eingabedaten gibt, bei denen sich
die Rundungsfehler wihrend der Rechnung so akkumulieren, dass ein vollig verfdlschtes
Ergebnis entsteht.

Beispiel. Werte die Funktion f(z) = In(z — v/2? — 1) an der Stelle z = 30 aus.
Tatséchliches Ergebnis: f(30) = —4,094066 . . .

o Kondition des Problems:

Kabs = ‘f’(a:)| =

1 vz —1—=x

x—\/xQ—ll Vaz =1

-1
B ‘\/:ﬁ—l"

e An der Stelle z = 30:
KRabs = |f/(30)| ~ 0,033

Problem ist gut konditioniert!
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o Sei der absolute Eingabefehler z.B. § = |Z — x| = 0.05.
= Absoluter Ausgabefehler:

f(&) = £(30) = |£(30 4 8) — £(30)| =~ |f'(30)|6 = 0,00165.
Das ist der absolute Ausgabefehler den wir erwarten wiirden.
Wir betrachten, wie ein Algorithmus die Formel auswertet.

e Zunachst ist Vx? — 1|:p:30 = /899 = 29,9833287... = 30
= Bei der Berechnung von z — v/ 22 — 1 kommt es zu Ausléschung.

e Angenommen wir rechnen mit 4 Dezimalstellen:

(& — Va2 —1)| _,, =30 — 29,98 = 0,02.

e Der tatsdchliche Wert ist: 30 — 29,9833287 ... = 0,0166713 .. ..
o Absoluter Fehler: 0,02 — 0,0166713... = 0,0033287...
e Der Wert 0,02 wird jetzt in den Logarithmus gesteckt.

e Der absolute Fehler wird durch die Kondition des Logarithmus verstarkt:

1
Kabs,log = |In(z)| = ’5)
Bei £ = 0,02 ist Kabs,log = 50.
e In der Tat ist der Fehler des Gesamtresultats:

1£(2) — £(30)] = [In(0,02) — In(0,0166713 ...)| = 0,1820436.. . .

e Bei einer tatsidchlichen Losung von —4,094066 is also schon die erste Nachkommas-
telle falsch!

4.2.1 Modifikation von Algorithmen

Manchmal konnen einfache Modifikationen die Stabilitat verbessern.

Beispiel. Lose die quadratische Gleichung

22— 2px 4+ ¢ =0.

fp,q) =pE/p*—q

Losungsoperator:

Interpretiere f als Algorithmus:
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e Problematisch, falls eine Nullstelle nahe bei Null liegt.

e Dies ist genau dann der Fall, wenn ¢ sehr klein ist.

= /p? — q = p, es gibt Ausléschung bei der Subtraktion p — oy

Alternative:

Satz 4.1 (Satz von Vieta). Seien 1, xo die Nullstellen von x? — 2px + q. Dann ist

1T = (.

Berechne deshalb x1, x2 durch

q
x1 = p+sgn(p)\/p? — q, xgzw—l.

4.2.2 Vorwartsanalyse der Stabilitat

Zur detaillierten Untersuchung der Stabilitit eines Algorithmus fasst man diesen als
Kette von elementaren Operationen auf.

o Fiir das Beispiel oben:

1.
2.
3.
4.
d.

a9
92
g3
94
95

‘R — R?,
: R? 5 R?,
:R? — R?,
:R? - R,
:R — R,

x> (z,22)
(y7 Z) = (yvz - 1)
(s,t) = (s,V1)

(u,v) —»u—v

w +— Inw

Insgesamt also f(x) = (g5 0 g4 0 g3 0 g2 0 g1)(x).

e So eine Darstellung wird natiirlich schnell sehr umfangreich.

e Deshalb kann man auch gréflere Blocke nehmen, z.B.
1. g1 : R — R2,
2. Go:RZ2 5 R,
3. 93 : R — R,

x v (z,

w — Inw

Sei f =grogk—10---0°41.

z?2 —1)

(u,v) = u—wv

o Wir untersuchen Stabilitdt bzgl. des absoluten Fehlers.

e Seien z = (9 die Eingabedaten, und

2 = gi(x

die Zwischenergebnisse.

(i—1

)=giogiro-og(a
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o Die tatsichliche Eingabedaten 2(°) sind mit einem absoluten Fehler behaftet:
#0) = 20 4 50
o Statt der Zwischenergebnisse #(V) tauchen durch Rundnungsfehler verfilschte Er-

gebnisse
20 = g; (201 4 60

auf.

Fehlerverstiarkung eines einzelnen Schritts g; : R™i-1 — R™

— Kondition von g; also k; = HQQH

o Jeder Fehler 6() wird durch die Ableitung der folgenden Schritte h; := g 0 gr_1 ©
-+ 0 g;j+1 verstarkt.

o Wegen der Kettenregel
= (gkogr-10-09i41) =Gk Gher " i

o Also Einfluss des i-ten Fehlers auf das Resultat h;6®.

Fehler insgesamt:

Algorithmus ist instabil falls zumindest einige der h; > f’ sind.

4.2.3 Stabilitat der GauB-Elimination

o Kompliziert; wir geben nur ein paar Ergebnisse.

¢ GauB-Elimination ohne Pivot-Suche ist NICHT stabil.

Riickwartsanalyse der GauB-Elimination mit Pivot-Suche:

Riickwartsanalyse: Sei der Ausgabefehler gegeben.
Das gestorte Resultat ist die exakte Losung eines gestorten Problem:

(A+E)2=b
(Wir betrachten nur Stérung in A)

Ein Verfahren heifit stabil im Sinne der Riickwértsanalyse, falls || F|| klein ist.

Fiir die Fehlermatrix E gilt
1Bl < 3pnn’e]|Alloo.

Dabeli ist:
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e ¢ die Maschinengenauigkeit.
e pp der sog. Wachstumsfaktor

(
max; j |a;;

Pn = .
max; j|a;|

Der Wachstumsfaktor Der Wachstumsfaktor ist die fiir die Stabilitédt relevante Grofle.
Wie verhilt sich also p, 7

o Falls A strikt diagonal dominant: p, < 2.

e Falls A sym. pos. def. p, < 1.

Allgemein: Fiir GauB-Elimination mit Spalten-Pivotsuche: p, < 2771

Diese Abschéatzung ist scharf, denn:

1 0 0 0 1
-1 1 0 0 1
A=]-1 -1 1 0 1
-1 -1 -1 1 1
-1 -1 -1 -1 1
1 0 0 0 1
0 1 0 0 2
AP =10 -1 1 0 2
o -1 -1 1 2
0o -1 -1 -1 2
1 0 0 0 1
01 O 0o 2
A®=fo 0 1 0 4
00 -1 1 4
00 -1 -1 4
1 00 0 1
010 0 2
A =10 01 0 4
00 0 1 8
000 -1 8
etc., also
max|ag’)]
ph:7:16.
max|a;|

Statistisch sieht man p,, ~ ns.
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5 Numerische Losung nichtlinearer
Gleichungen

5.1 Fixpunktiterationen
Sei f: R — R eine Funktion. Wir interessieren uns fiir Losungen x der Gleichung

flx)=0.

Idee der Fixpunktiteration:
o Forme diese Gleichung dquivalent in eine Fixpunktgleichung
g(z) ==
um.
o Konstruiere mit Hilfe der Iterationsvorschrift
1 = g(zg) k=0,1,2,...
fiir einen gegebenen Startwert xg eine Folge xq, z1, .. ..

Wunsch: Die Folge (zy) konvergiert gegen einen Fizpunkt, d.h. gegen einen Punkt x* mit
g(x*) = z*. Dieser ist dann auch Losung der nichtlinearen Gleichung f(z*) = 0.

Die Existenz von Fixpunkten folgt z.B. aus dem Fixpunktsatz von Banach.

Satz 5.1. Sei I = [a,b] C R ein Intervall und g: I — I eine kontrahierende Abbildung,
d.h. g ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L < 1. Dann folgt:

a) Es existiert genau ein Fizpunkt z* von g.

b) Fiir jeden Startwert xo € I konvergiert die Fixpunktiteration xy1 = g(xg) gegen x*

mat
k

1-L

|zp+1 — x| < Llzg — 1| und |x* — x| < |z1 — o).
Beweis. o Fiir alle zg € I gilt

[Tkt — k| = [g(zr) — g(zK-1)| < Llzg — zp-1].
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e Induktiv erhalt man
|zpg1 — ] < LF|zy — xo).

o Wir wollen zeigen, dass (zj) eine Cauchy-Folge ist und betrachten

|Thtm — k| < |Thgm — Thpm—1| + -+ |Thpr — 28]
< (L’”m*1 LM L’“) |21 — o]

=L*k(14+L+...+Lm~1)

Lk
< — .
S L|£E1 o
Hierbei wurde verwendet, dass
> 1
VL€ (0,1) : > Lh=rp
k=0 -

Damit ist gezeigt, dass (zy) eine Cauchy-Folge ist.
e Diese konvergiert in R gegen den Grenzwert

¥ := lim zp.
k—o0

e Der Punkt x* ist aber auch Fixpunkt von g, da

"= g@)| = 2" = @1 + 21 — g(2")]

= 2" — zpq1 + g(or) — g(z")]
< |o* = 2| + g(zr) — g(z*)]
< |2" — @pqa| + Llwg — 27

|z

—0 k — oo.

Damit haben wir ??(b) und die Existenz des Fixpunktes gezeigt.

Fiir die Eindeutigkeit seien x*, y* zwei Fixpunkte. Dann gilt
0 <[z —y* = [g(z") —g(y")| < La" —y*| < |2™ — o).

Da L < 1 ist dies nur fur |[|z* — y* = 0 moglich.
Daher ist der Fixpunkt von ¢ eindeutig bestimmt. O

Beispiel. Betrachte die nichtlineare Gleichung
fz)=2*—In(z) —2=0 bzw. 22 -2 =In(x).

Die Gleichung hat in R zwei Losungen z7 und 3.
Diese sind anscheinend in den Intervallen I; = [0,0,2] bzw. I = [1, 2] enthalten.

Wie sieht eine geeignete Fixpunktiteration aus?
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a)
r=xz’+z—1In(z) - 2= gi(z).
Hinreichend fiir Lipschitz-Stetigkeit:
/ =L<1.
max |gy(z)] = L <
Differenziere g; und erhalte
, 1
gl(a:):Qa:—i—l—; = L>1
far alle x € Iy und z € I5.
Es gibt also keine Garantie fiir die Konvergenz gegen einen Fixpunkt.
b)
2 x2—2
In(z) =2"—-2 <= z=e =: go(x)
Ableitung: gy(z) = 2ze™ 2.
Es ist |g5(x)| < 1 in einer Umgebung von 0 = Konvergenz gegen 7.
c)
2?2 =1In(z) +2 < z=/In(z) +2 = g3()
Ableitung:
1
/
T) = ———o—
93(2) 2z+/In(x) 4 2

lg5(2)| < 1in [1,2] = Konvergenz gegen x.

5.1.1 Konvergenzgeschwindigkeit

Definition. Eine gegen x* konvergente Folge (x1)ren heifit linear konvergent, falls es
eine Konstante 0 < C < 1 gibt, so dass

[2p1 — 27| < Cllay — 27
Die Folge heifit quadratisch konvergent, falls es eine Konstante C > 0 gibt, so dass
1 — 2" < Cllag — 2|,

Die Fixpunktiteration ist im Allgemeinen nur linear konvergent. Erstrebenswert wére
eine Iteration, die quadratisch konvergiert.
Kann in speziellen Fillen die Fixpunktiteration quadratisch konvergieren?

Satz 5.2. Die Funktion g: R — R besitze in x* € I einen Fizpunkt. Auf der Menge U =
[2* —r,2* 4+ 7] C I sei g€ C*(U) mit g’(x*) = 0. Dann konvergiert die Fizpunktiteration

.o . o 1 .
fir jeden Startwert xo € U mit |xg —z*| < p = U @] quadratisch.
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Beweis. Wir zeigen mittels vollstandiger Induktion
* 1 *
|xp — x| 32—k|xo—x |. (5.1)

Induktionsanfang: k = 0 klar
Induktionsschritt:

|1 — 2| = |g(xr) — g(z7)]

* 10, % * g//(é-) *\2 *
< lg(@™) + g/ (@")(zp — 27) + =27 (2 — %) — g(27)]
=0
(Taylorentwicklung mit Lagrange-Restglied)
!
— g 2(5) (l‘k 7:5*)2‘
M 1
< ?\xk — x| mit M = glgg{]g”(azﬂ = (5.2)
Nun gilt: |z — 2*| < |z — 2| < 0, also
|xpr1 — 2| < 7Q27|$0 — | = WLTO —z¥|.
Also gilt (5.1]) und es folgt Konvergenz. Aus (5.2)) folgt Ordnung 2. O

5.1.2 Das Newton-Verfahren als Fixpunktiteration

Wir benutzen den obigen Satz um das Newton-Verfahren zu konstruieren. Schreibe die
folgende Fixpunktform:

fl@) =0 <= z=2—h)f(z) = g(z)

mit noch zu bestimmender Funktion h.
Die Ableitung von g ist

g (x) =1 - h(x)f(x) — h(z)f'(x).

Um Satz [5.2] anwenden zu kénnen, muss gelten:

Idee: Wir wahlen

Wir erhalten die Fixpunktiteration

Li+1 = Tk — f/(l'k)

Dies ist das Newton-Verfahren.
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5.1.3 Alternative Interpretation des Newton-Verfahrens

Sei f: R — R stetig differenzierbar. Gesucht: z* € R: f(z*) = 0.

e Wihle einen Startpunkt xg.
e Fiir k=0,1,2,... approximiere f durch eine Tangente py in .

o Anstelle der Nullstelle z* von f berechne die Nullstelle der Tangente pg. Wahle
diese als zx41.

In Formeln:
o Die Tangente p; von f in x hat die Darstellung pi(z) = f(zx) + f'(2p)(x — zx).
o Die Nullstelle davon ist

f(=)

Tht1 = T — ()

(sofern f'(xx) # 0).

Folgerung: Sei f hinreichend glatt und besitze eine Nullstelle z* mit f/'(z*) # 0. Fir
hinreichend gute Startwerte xg konvergiert das Newton-Verfahren quadratisch gegen x*.

Beispiel. Sei f(x) = 22 — 3. Die Nullstellen sind z* = +/3.
f'(z) = 2z = Das Newton-Verfahren ist in der Nihe der Losungen durchfithrbar.
Mit xg = 1 ergeben sich die folgenden 5 ersten Iterationen:

0 | 1,00000000
2,00000000
1,75000000
1,73214286
1,73205081
1,73205081

U W N~

Beispiel (Lokale Konvergenz). Sei
x
T) = ———

Wie gut muss der Startwert sein, damit das Newton-Verfahren konvergiert?

mit f(z)=0 & x=0.

Mgy b
f) (1+ 3a2)3
% =z(1 + A2?) - g(x) = =323,
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Das Newton-Verfahren dazu ist
Tpy1 = —c(a1)3 bzw. T = (—1)’“0_73 (c%xo)?’k.
(Herleitung: Vollstédndige Induktion!)

Konvergenz ist garantiert, falls c%wo < 1 gilt.

5.1.4 Mehrfache Nullistellen
Betrachte wieder eine Funktion f: R — R und f(z*) = 0.
Sei m € N>g, 2* eine m-fache Nullstelle von f. Dann gilt
@ =0 Ww=0,....m—1 and F () £ 0.
Dann besitzen f und f’ eine Darstellung der Form
f(z) = (z —a™)"h(x)
f(@) = mlz — &)y h(@) + (z — %)W (2)

mit einer differenzierbaren Funktion h, welche h(z*) # 0 erfiillt.
Es folgt nun

flz) _ (z — )" h(z)

gla) = — i) v m(x — z*)m 1h(z) + (x — %)™ ()
e
mh(z) + (x — z*)1 ()
1
= g@)=1-—.

Folgerung: Fiir mehrfache Nullstellen ist das Verfahren zwar noch konvergent, aber nicht
mehr quadratisch konvergent, denn nach Satz [5.2] erhdlt man quadratische Konvergenz
nur wenn ¢'(z*) = 0.

5.2 Das Newton-Verfahren fiir Systeme von Gleichungen

Die Verallgemeinerung des Newton-Verfahrens auf Systeme von Gleichungen ist relativ
einfach.
Sei F': R™ — R" stetig differenzierbar.

Gesucht: ein z* € R" mit F(z*) = 0.

Formel fiir x4, (Nullstelle der Tangente in xy)

Tpp1 = ap — F(wg) T F ().
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Da das Invertieren der Matrix F'(xy) sehr teuer ist, schreibt man den Iterationsschritt
stattdessen als lineares Gleichungssystem fiir die Newton-Korrektur Az € R™:

F'(zF) Aab = —F(2")

2P = 2F 4 ALk

Wir haben gesehen:

e konvergiert manchmal, manchmal auch nicht

o Wenn es konvergiert, dann konvergiert es quadratisch (d.h. schnell!),

Wir zeigen jetzt einen alternativen Beweis der quadratischen Konvergenz des Newton-
Verfahrens.

Wann konvergiert das Verfahren gut?
o Falls F affin-linear ist: Dann findet es die Losung in einem Schritt.
e Vermutlich: Verfahren konvergiert, falls F' ,fast affin-linear® ist.
Was bedeutet nun ,fast affin-linear*?
o F" Kklein, bzw.
o I :R"™ — R™ " Lipschitz-stetig, d.h., es existiert ein L > 0 mit

17" () = F'(y)ll < Lllz =yl Va,y.

Satz 5.3 (Fischer-Skript 5.2). Sei D C R" offen und konvez, und F': D — R" stetig
differenzierbar mit invertierbarer Jacobi-Matriz F'(x) fir alle x € D. Sei F' Lipschitz-
stetig in D mit Lipschitz-Konstante L. Sei x* € D Nullstelle von F'.

a) Dann ezistiert eine offene Kugel B,(z*) := {z € R™: ||z — z*|| < o} C D, sodass das
Newton- Verfahren fiir jede Startiterierte 20 € By(z*) wohldefiniert ist.

b) Falls vo € B,(z*) und o hinreichend klein ist konvergiert die Folge (x¥) quadratisch
gegen ™.

Fiir den Beweis brauchen wir folgende Variante der Taylor-Formel:

Lemma 5.1. Sei F' € C'. Dann gilt Va,y:

Fly) = F@) + Py —0)+ [ (Fe+ sy - 2) = @)y —2)ds
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Beweis. Hauptsatz der Integralrechnung, sowie die Substitutionsregel liefern:
Y ! ! !/
W)= @)+ [P0 = @)+ [ 5@+ st a)-a)ds
Fir F: R® — R” gilt

Fy) = F(z) + /01 F'(z + s(y — 2))(y — x) ds.

Addiere zur rechten Seite dieser Gleichung F'(z)(y — z) — F'(x)(y — ) =

Beweis von Satz[52.3.

o F’ist stetig in D, d.h. o1 > 0 und M > 0 mit B, (z*) C D sowie

IF" ()7 < M Va € By, (z").

o Also gilt fiir beliebiges ¥ € B, (z*)

a*+1 — o) = [Jo* — F'(a*) (") — 27
= [-FEhy T [P + F R e - )|
<M HF(xk) + F'(z*) (2" — xk)H
= M) - P - Pt - o)

1
< SMLJ" — a2

e Taylor-Formel aus Lemma 5.1} Vx,y € D gilt

F@) = ) + FO)e-0)+ [ [P+ s -9) - Fw) @ - ) ds
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e Daraus folgt fir alle z,y € D:

1
< M/ |F'(z" + s(z* — 2%)) — F'(a")|| ds - ||l2* — ="
0
1
< M/ LY|(2* + s(z* — &%) — 2*|| ds - [|z* — 2"
0
1
= ML/ sds - ||z* — 2|2
0
1 * 2
= §MLHx — xi]|”

e Sei g € (0,01]: MLo < 1. Dann gilt fiir alle 2% € B,(x*)

1 1 1
! — 2% < SML|la* — 2| < 5 ML [ =2 o* = 27|| < Slla* a7l
0
—_——
<1
Somit konvergiert die Folge (xj) gegen x*, und zwar quadratisch. O

5.3 Affin-Invarianz

e Es gibt viele Varianten des Satzes, dass das Newton-Verfahren lokal quadratisch
konvergiert.

o Peter Deuflhard hat folgendes Kriterium vorgeschlagen, das solche Sétze erfiillen
sollten.

Sei A € R™ " invertierbar. Dann ist
F(z)=0

adquivalent zu
G(z) == AF(x) = 0.

(Dann heifit das Problem F(z) = 0 affin-invariant.)

Auch das Newton-Verfahren ist affin-invariant, denn
— Az = F'(xk)_lF(xk) = F/(:ck)_lA_lAF(a:k)
= (AF' (z") 71 AF(2%) = G'(«") 7L - G(=F).
— Die vom Newton-Verfahren erzeugte Folge (2*)ycn ist unabhingig von der Matrix A.

Wir verlangen, dass auch die Konvergenzresultate unabhingig von A sein sollten.
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Satz 5.4 (Deuflhard und Hohmann [4], Satz 4.10). Sei D C R™ offen und konver.
e Sei F € CY(D,R"), und so dass F'(z)~! fiir alle x € D existiert.
o Fir ein w > 0 gelte die Lipschitz- Bedingung
1F" ()~ (F (@ + s(y — 2)) = F'(2))(y — 2)|| < swlly — |
fir alle s € [0,1] und z,y € D.

e Es existiere eine Losung x* € D (also F(x*) = 0) und ein Startwert 2° € D derart,
dass

2
0:=|lz* — 2% < = und By(z*) € D
w
Dann gilt:
i) Die durch die Newton-Iteration definierte Folge (x*) bleibt in der offenen Kugel
By(x*), und konvergiert gegen x*.
it) Konvergenz ist quadratisch; genauer

VEeN: [aftl -2t <

k%2
ok — o

|2
Beweis des Satzes.

Beweis von (ii)

k+1 r* = xk o F’(xk)_lF(xk) —

=k — " — F'(aF)~1 (F(xk) — F(x")

X

= F'(z")TF (2% (aF — 2*) — F'(x
= F'(a") Y (F(") - F(a") - F'(a

B B
—_— —
[N |

8 —
* o~
|
—~
S 8

B o

—_—  ~—
\
=
8
*
~—
=

Aus Lemma [5.1] wissen wir

Fly) ~ F(a) ~ F')(y —2) = [ (Fe o+ sly - 2)) = F'@)y — ) ds

Damit folgt

|F"(2) "M (F(y) — F(z) — F'(2)(y — 2))|| = ’

1
/ F'(2) ' F'(z + s(y — x)) — F'(2)(y — 2) ds
0
1
< / swlly — z||*ds  nach Voraussetzung
0
= 2y — |

Das wenden wir an und erhalten

ot — 2% < St - 2|

Das heifit, falls (2¥) konvergiert, so konvergiert es quadratisch.
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Beweis von (i) Falls ||z¥ — z*| < o, so folgt
k Wik k
270 = 27|l < S 2t = a7 [la® = 27
—_——

w
<e%<1

Da [|2° — 2*| = o gilt ||zF — z*| < o fiir alle & > 0, und (2*) konvergiert gegen z*. [

5.4 Konvergenzkriterien

o Die Voraussetzungen des vorherigen Satzes kdnnen nicht algorithmisch gepriift
werden.

o Trotzdem md&chte man gern wihrend der Durchfithrung der Newton-Methode wissen,
ob das Verfahren konvergiert.

5.4.1 Der Monotonietest
Betrachte das Residuum F(z*).

= Das Losen von F(x) = 0 ist d4quivalent zum Minimieren von || F'(z)].

Wir vermuten /hoffen: Falls (z¥) konvergiert, dann ist || F'(2*)|| eine monoton fallende
Folge.
Monotonietest: Fiir ein @ < 1 priife nach jedem Schritt, ob

IE I < 6] F (")
Breche das Verfahren ab, wenn die Bedingung nicht erfiillt ist.

Problem: Dieses Verfahren ist nicht affin-invariant.

Beispiel. Betrachte zwei Iterierte z*, 21 € R? so dass

o= (). ren- (2).
(@L.=1¢)

Fiir ein £ > 0 wahle nun A € R2*2 als

Es gilt

2

der Monotonietest ist also erfullt.
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Dann ist

IAF @)z < [ AF (")

=626 =[G 2
=616

Der Monotonietest ist also nicht erfiillt, falls ¢ > % Und das obwohl sich das Verfahren
nicht geédndert hat!

2

5.4.2 Der natiirliche Monotonietest

Deufihard hat stattdessen den folgenden affin-invarianten Test vorgeschlagen:

|F'(*) 7L E (2™ < 0]|F'(«%) " F (8.

Wie berechnet man diese Terme?

1. Rechte Seite
F' (2" 1R (%) = AxP.

Die ist die Newton-Korrektur, die wir ohnehin berechnen miissen.

2. Linke Seite
F'(zF) 71 (2F 1) = Axk+l

ist die Losung eines weiteren linearen Gleichungssystems, was teuer werden kann.
« ABER: Die Matrix F'(z¥) ist die gleiche wie bei 1).
e Deshalb ist die LR-Zerlegung bereits bekannt.

e Essind nur Vorwérts- und Riickwértssubstitution nétig, der Aufwand ist damit

O(n?).

5.5 Newton-Verfahren mit Dampfung

o Kann man das Verfahren so erweitern, dass es fiir alle (oder zumindest mehr)
Startwerte konvergiert?

e Solch eine Erweiterung nennt man Globalisierung.
o Gleichzeitig mochte man die schnelle quadratische Konvergenz behalten.

k

Idee. Wir messen die ,,Giite“ einer Approximation x* von x* durch eine skalare Funktion,

hier

o) = 3 IF @3
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Wie wirkt das Newton-Verfahrens auf ¢?

Lemma 5.2. Die Newton-Korrektur Ax := —(F'(x)) " F(x) ist eine Abstiegsrichtung
fiir ¢, d.h.
oz +tAz) < P(x)

fiirt > 0 klein genug.

Beweis. Zunachst ist

Daraus folgt

falls z nicht Losung von F(z) = 0 ist.
Damit berechnen wir

d(x +tAx) = ¢p(x) + ¢/ (z) - tAz + o(t) (Taylor)
= ¢(z) — 2t(z) + o(t)
= (1-2t)p(x) + oft).

O

Idee. Wihle anstelle der Korrektur Ax* die Korrektur ty/A\x*. Dabei sei ty, € (0,1) so
gewdhlt, dass ,hinreichender Abstieg” von ¢ erzeugt wird.

Was heifit ,hinreichender Abstieg“?
+ Angenommen, ¢(z*) sei streng monoton fallend.
— Dann konvergiert diese Folge (da ¢ von unten beschriankt ist).
— Aber sie konvergiert nicht notwendigerweise gegen 0.

— Sie konvergiert nur dann gegen Null, wenn der Abstieg in jedem Schritt grof genug
ist.
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Die Armijo-Schrittweitenregel (nach Larry Armijo):
Sei g € (0,1) ein Parameter. Wahle ¢ als das grofite Element aus

{11 11 1 }
7274787"'72n7"‘ bl

fiir welches

So ein tj existiert wegen Lemma

Satz 5.5 (Fischer-Skript, Satz 5.3). Es sei F: R™ — R" stetig differenzierbar. Sei F’
lokal Lipschitz-stetig, und F'(x) reguldr fiir alle x aus

W(2?) = {z e R" : () < ¢(w0)}

Dann ist das Newton-Verfahren mit der Armijo-Ddmpfung wohldefiniert, und es gilt
zk € W (%) fir alle k € N.

Beweis. Sei ¥ € W (V).
« Nach Voraussetzung ist F’(z*) regulir, daher ist Az* wohldefiniert.

e Nach Konstruktion ist auch t; wohldefiniert und

oz < p(aF) = 2FL e W(a0). |

Satz 5.6 (Fischer-Skript, Satz 5.3). Voraussetzungen wie eben. Falls die Folge (z*) eine
Teilfolge besitzt, die gegen ein & konvergiert, so gilt F(z) = 0.
So eine Teilfolge gibt es insbesondere dann, wenn W (z") beschrinkt ist.
Beweis. (1) Wir brauchen eine obere Schranke fiir | Az¥||.
e F und F’ sind stetig in R™.
o Da € W(xg) ist F'(Z) regular.
o Wihle p > 0 so klein, dass B,(Z) C W (z).
o Dann ist z — ||Az| = || F'(x) "1 F()|| stetig in By(%).
= Jdc> 0 mit [|[Az|| < c fir alle x € B,(Z).
(2) Da F' Lipschitz-stetig ist, ist auch ¢/ = FT F’ Lipschitz-stetig.
D.h. Es gibt ein L > 0 so dass

1¢'(x) ='W < Lllw — gyl Va,y € By().

70



Mathematik Numerik Prof. Dr. O. Sander

(3) Nach Voraussetzung existiert eine Teilfolge (z¥), die gegen # konvergiert. Bezeichne
diese Teilfolge wieder als (z*).

« Konvergenz gegen 7 heit insbesondere: Jkg € N so dass z¥ € B,(%) fiir alle
k> ky.

o Da z* gegen den Kugelmittelpunkt konvergiert, bildet sich ein endlicher Abstand
zum Kugelrand, also

3t > 0 und ko € N so dass 2 + tAzF € B,(2)  Vk > ko und Vt € [0, 7).

Jetzt benutzen wir wieder die spezielle Taylorformel aus Lemma diesmal fiir die
Funktion ¢:

1
$) = 6(@) + 0@ —2) + | (et s —2) = @)y - ) ds
Fir y = ¢ + tAx ist dann
d(x +tAhx) = ¢p(x) + ¢/ (z) (tAz) + /Ol(gb'(a: + stA\x) — ¢/ (x))tAx ds.
Wegen ¢/ (z) Az = —2¢(x) folgt
1
bz +tAz) = (1 — 20)p(x) + /0 .. ds
1

/...ds
0

< (1-200() + [ 10/ + stisa) - o (@) ds -t | A

< (1 -2t)p(z) +

<e
< (1—2t)¢(z) + max||¢(z + stha) — ¢ ()| - T - c
< (1-2t)¢(x) + msaXLHx +sthz—z|-t-c
< (1-200() + L-t]Aa] -t -c
< (1 —2t)p(z) + Lt*c2. (5.3)

Wir wollen zeigen, dass die t; von 0 weg beschrinkt sind.

Armijo: Wahle t, als grofites ¢ der Form kp = 27", n € Ny, fiir dass
O(z* + tpAa®) < (1 - qtg)p(2).

Da t;, die grofite Zweierpotenz ist, flir die diese Bedingung gilt, gilt sie fiir die néchst-
groflere Potenz 2t; nicht mehr:

(1 —2qt)p(a*) < p(a* + 2t,.00%).
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Mit (5.3]) folgt
(1 —2qtp) (%) < (1 — 4tg)p(x) + 4Lt7 2.
Auflésen nach ty:
—2qtrp(z¥) < —4tp(x*) + ALt3

—qo(z¥) < —2¢(zF) + 2Lty

(2 - 9)¢(=h)
2Lc?

IN
¥

t

Das heifit noch nicht, dass ¢, von 0 weg beschrinkt ist, da ¢(2*) — 0 sein kénnte. (Genau
das wollen wir ja sogar beweisen, aber noch ist es nur eine Moglichkeit.)

Stattdessen: Angenommen ¢(#) > 0. Wg. 2* — & und Stetigkeit von ¢ gilt

I,
(") = So(2)
fiir unendlich viele k.
Fiir die dazugehorigen ¢ gilt
. (2-q)9(@)
t, >t :=
b= iz

Aber (¢(x*)) ist monoton fallend

S ) = g(ak + e Aak) < (1— qt)d(e®) < (1 - g)o(ab),

also ¢(xF 1) < ag(a®) fiir ein o < 1. Diese Ungleichung gilt fiir unendlich viele Indizes
k. Daraus folgt limy_, ¢(z¥) = 0.
Stetigkeit von ¢ liefert

0= lim ¢(z*) = ¢(lim 2*) = ¢(). O

k—o00 k—o00

Satz 5.7 (Fischer-Skript, Satz 5.3). Sei F': R™ — R" stetig differenzierbar. Weiter sei F’
lokal Lipschitz-stetig mit Konstante Lo und fir allex € W (zg) := {z € R™: ¢(z) < ¢(z0)}
sei F'(zg) invertierbar. Dann gibt es ein ko € N, sodass ty, = 1 fiir alle k > ko.

Die Dampfung schaltet sich also irgendwann automatisch ab.

Korollar. Das gedampfte Verfahren konvergiert lokal quadratisch.
Bewets. e Fiir k > kg degeneriert das Verfahren zum normalen Newton-Verfahren.

 Da zumindest eine Teilfolge konvergiert, erhilt man frither oder spéter ein ¥, das
so nah an x* liegt, dass der lokale Konvergenzsatz greift. O
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Beweis von Satz[5.7. Man verwendet wieder die Taylor-Formel.
o Sei p so klein, dass B,(z*) C W(xo).

o Dann ist F’ regulédr fir alle z € B,(z*) und es existiert ein M > 0, sodass
| F'(z)7Y| < M fiir alle x € B,(z*).

o Da (%) gegen z* konvergiert gibt es ein N € N, sodass 2% € B,(z*) fiir alle k > N.
o Fiir solche k gilt fir jedes s € [0, 1]
IF' (a* + s0a®) — F'(a")|| < Lol|lsaa®|| < Lol Aa®||
= Lo F'(z") "' F(2")|| < LoM || F(a®)].

e Wieder die Taylor-Formel mit Integralrestglied:

1
|F(zF + Aah)|| = H P(ab) + F' () Ak + / [F/(ah + sisah) - F'(ah)] Aab ds
0
= 0, nach Def. von Azk
F'(a" + sAab) — F’(xk)H Ak
N——

<M||F (k)]

< max
s€[0,1]

<LoM|F(a)]
< LoM?||F(z")|%.

e Wihle o > 0 so klein, dass
|F(z)| < Lg'M™2/1—q V€ By(z*).

e Dann ist fiir alle k grofl genug

1F (" + Aab)|| < LoM?(|F(2M)]* < /T = gllF(a)ll,

also
bt + Aab) = SIFGE + AP < S0 - @G
= (1 - q)o(z").
e Das Armijo-Kriterium ist also mit ¢, = 1 erfillt. O
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6 Nichtlineare Ausgleichsprobleme

Bisher haben wir Vektoren z* € R™ gesucht, sodass
F(z*)=0 bzw. | F(z*)| = 0.
Wir verallgemeinern nun diese Situation.
Gegeben: m Messwerte by, ..., b, € R zu Zeitpunkten ty,...,t, € R.
Gesucht: Funktion ¢: R — R, die die Daten ,,méglichst gut approximiert®.

Wir kennen schon:

1. Polynominterpolation: Es existiert ein Polynom vom Grad hochstens m — 1, welches
die Daten interpoliert.

Dies funktioniert aber schlecht, wenn m grof] ist.
Das ist aber gerade der interessante Fall.

2. Spline-Interpolation: Ja, aber: hdufig vermuten wir schon eine GesetzméafBigkeit und
wollen eigentlich nur ein paar Parameter bestimmen.

Beispiel (Normalverteilung).

oy (t =)
ot ) = =5 exp(= 5

)

mit nur zwei Parametern: dem Erwartungswert p und der Standardabweichung o.

Das Problem ist hier: Finde p,0 € R, so dass ¢(t;; u,0) = b; fir alle: =1,...,m.

Abstrakt: Gegeben eine Modellfunktion mit n reellen Parametern x1,...,x,

o(t;z1, 29, ..., Tp)
Falls die Messwerte die Gesetzméafigkeit exakt erfiillen, dann gibt es Parameter 1, ..., x,
so dass

bi=o(txy,...,z,)  Yi=1,...,m

Normalerweise ist aber m > n.
Deswegen kann man nur

bi~p(te;z1,. .. xn)  Yi=1,...,m

erwarten.
Betrachte die Differenzen

N i=b; —o(ti;z1,. .., 2n) Vi=1,...,m.

Diese sollen ,irgendwie klein“ werden.
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6.1 Prinzip der kleinsten Quadrate

Es ist sinnvoll, die z1,...,z, € R so zu wahlen, dass das Fehlerfunktional
m m
A2 = ZAZZ = Z (bi — o(ti; x1, .. ,xn)>
i=1 i=1

minimal wird.
Es gibt Alternativen, z.B.

o Minimiere A := > |A].
o Minimiere Ay = maxj’ ||

Diese sind aber zum Beispiel nicht differenzierbar.

6.2 Lineare Ausgleichsprobleme
Wir nehmen zunéchst an, dass ¢ linear sei in x1, ..., %y, also

etz ... xn) = ar(t)zr + az(t)ze + az(t)zs + ... + an(t)zn

mit Funktionen aq,...,a, : R — R.
Dann ist
m
A2 =3 1b = (ar(t)zn + ... + an(t)zn)] = [|b — Az|[3
=1
mit

A c Rmxn’ A’L] — a](tl) €Tr = (:L‘l’ e ,$n)T & Rn

Geometrisch heifit das: Wir suchen einen Punkt z = Az aus dem Bildraum R(A) von A,
der den kleinsten Abstand zu b hat.

o R(A) ist ein linearer Raum.

o b— Ax steht senkrecht auf R(A).

Satz 6.1 (Deuflhard und Hohmann [4], Satz 3.7). i) Der Vektor x € R™ ist genau
dann Losung von ||b — Az|| — min, falls er die sogenannte Normalengleichung

AT Az = Ab
erfillt.

it) Das Problem ist genau dann eindeutig losbar, wenn Rang A = n, also mazximal ist.
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Beweis. i) Es gilt

|b— Az|| - min < (b— Az, Az’) =0  fiir alle 2’ € R”
— (AT(b— Az),2") =0 fiir alle 2’ € R"
— AT(b—Az)=0
> ATAz = A"b.
ii)
o Es gilt Rang AT A = Rang A.

e Also ist AT A genau dann invertierbar, wenn A den Rang n hat. O

6.2.1 Pseudoinverse

Die Losungen der Normalengleichung lassen sich elegant mittels sogenannter Pseudoin-
versen darstellen.
Betrachte:

|b — Az|| — min

mit A € R™*" m > n.

o Falls A invertierbar ist, dann gilt = A~1'b

e Falls A nicht invertierbar ist, dann 16st  die Normalengleichung

ATAz = AT
« Die Matrix A habe Rang n. Dann ist AT A invertierbar und es folgt
z= (AT A1 ATh.

Definition (Pseudoinverse). Seirank A = n. Dann ist die Pseudoinverse von A definiert
als At := (AT A)~t AT,
Allgemeiner:

Definition. A" is die Matriz aus R"™™, so dass fiir alle b € R" der Vektor x = A™b
die kleinste Losung von ||b — Az|| — min ist.

Satz 6.2. Die Moore-Penrose-Pseudoinverse AT € R™™ ciner Matriz A € R™*™ besitzt
folgende Figenschaften

1. AATA=A
2. ATAAT = AT

3. AT A und AAT sind symmetrisch.
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4. (ANHT=A
5 (AT = (ANHT
Falls A € R™*"™ wollen Rang hat, dann gilt
ATA =1, e R™"

und
AAT = I, € R™*™,

6.3 Das GauB—Newton-Verfahren

Nun zu nichtlinearen Ausgleichsproblemen.
e Seien wieder by, ...,b, € R Messdaten zu Zeitpunkten 1, ..., ty,.

o Sei (-, x1,...,2y,) jetzt eine nichtlineare Modellfunktion, die von n reellen Para-
metern abhéngt.

o Gesucht werden Parameter = (z1,...,2,) € R", so dass das Residuum
m
IF@)? =3 (bi = ¢(ti, o1, )
i=1

(lokal) minimal wird.

Der Bequemlichkeit halber definieren wir

o(x) = S IF@)I3
Hinreichende Kriterien fiir einen lokalen Minimierer sind
g (x*) =0, g"(x*) positiv definit.
Idee. Benutze ein Newton-Verfahren fir die Gleichung
0=g(z) = F'(z2)TF(z) =: G(z), G:R" - R".
Eine Newton-Korrektur Axz* fiir diese Gleichung 16st:
G (2P Axk = —G(2¥) Yk =0,1,2,...

Ausrechnen
G'(z) = F'(z)TF'(z) + F"(z)T F(x).

G’ is unter den gemachten Annahmen in der Nihe von z* positiv definit, also invertierbar.
(In z* selbst ist G’(x*) = ¢g”(x*) nach Annahme pos. def. Weil g nach Annahme C? ist
gilt die pos.Def.heit auch in der Néahe von z*.)

Wir haben ein Problem: F” wird benoétigt, dies ist ein Tensor dritter Ordnung.
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— Ausrechnen davon kann beschwerlich sein.
— Ausrechnen davon kann teuer sein, denn F” hat n® Eintrige.

— Konnen wir den 2. Summanden in G’ einfach weglassen?

o Wir erwarten/glauben, dass die Modellfunktion ¢ ,,gut® ist, d.h., dass es Punk-
te/offene Mengen gibt, bei denen || F(x)|? zumindest ,klein“ wird.

¢ Diese Probleme nennt man dann ,,fast kompatible Probleme*.

Wir lassen also den zweiten Summanden in G’ weg und hoffen auf das Beste.

Definition. Das Newton-Verfahren fir die Gleichung G(x) = ohne den zweiten Term
in G' nennt man GauB-Newton- Verfahren.

Es ist kein echtes Newton-Verfahren.
Deswegen bekommt man nicht alle schonen Eigenschaften eines Newton-Verfahrens.

Iterationsvorschrift mit modifizierten G’ lautet:
F'(aMTF' () Ax® = —F' (%) T F(2F) (6.1)
Das ist gerade die Normalengleichung des linearen Ausgleichsproblems
| F(z®) + F'(z%)Az®|| — min .

Wir koénnen ein nichtlineares Ausgleichsproblem l6sen, indem wir eine Folge von linearen
Problemen 16sen.

Mit der Definition der Pseudoinversen erhalten wir
|F(z®) + F'(2®)Az®|| = min = Az® = —F'(aF)TF(2").

Satz 6.3 (Deuflhard und Hohmann [4], Satz 4.15). Sei D C R™ offen und konvex,
F: D — R™, m > n, stetig differenzierbar und F'(x) habe vollen Rang Vx € D. Es
existiere eine Losung x* des dazugehorigen Ausgleichsproblems. F' sei affin-invariant
Lipschitz-stetig, d.h. es gibt ein w > 0 so dass fir alle s € [0, 1]

|F" () *(F'(x + s(y — 2)) = F'(2))]| < swlly —2|*  Va,y e D.
Es gebe eine Konstante k. € [0,1) so, dass
Vo € D: ||F'(z)TF(2")|| < kil — 2.

Diese Bedingung fordert, dass das Problem ,fast kompatibel , also |F(z*)|| klein ist. Sei
weiterhin der Startwert ° € D so, dass

2
0 *
— < —(1 — ky).
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1. Dann konvergiert das Gaufs-Newton- Verfahren gegen x*
2. Die Konvergenzgeschwindigkeit ist
la* ! — | < %Hwk = 2|? + mfla® — 2. (6.2)

Beweis. Der Beweis ist dem Beweis der Konvergenz Newton-Verfahren sehr &hnlich.

Fir alle z,y € D gilt:

HF’((L‘)+ [F(y) — F(z) — F'(y — )] H < HF,(.T})+ /01 [Fl(x+s(y —2)) — F'(z)] (y — x)ds
< [ | e+ sty - 2) - F@)] - o) ds

1
< [ swly - ol3ds
0
= Y — 2112
=Ly -l

Beachte: F'(x)"F'(z) = I,, Vx € D, da F’ vollen Range habe.
Damit erhalt man
ot S (xk _ x*) _ F/(l'k)+F($k)
_ F/(xk)""F/(xk)(ﬂsk _ I*) _ F’(xk)+F(:Ck) 4+ F/(J:k)+F(x*) _ F/($k)+F(l‘*)
I T— =0
= F'(ab)* [P(a*) = P(a¥) = F/(ab) (2" = 2h)] - F/(e") P (a)

<l -2 Stiaat =]
w
= [l2"! — 2| < (S lla" = 27 + m)[l2* — 27

Das ist gerade Behauptung 2) zur Konvergenzgeschwindigkeit.
Man erhélt damit die Konvergenz des Verfahrens, falls

%ka—x*||+m<c<1 vk
Nach Voraussetzung:

2
20 — 2*|| < =(1 — k) <= %on — ||+ ke < 1
w

=cC
Nach Induktion ist damit
w
Vk € N: [|2"T! — 2%|| < (gllwk — 2| + k) ll2* — 2¥|| < [l2* — ¥
— Vk € N: ngk — || + ke < %on e Ea—

Das Verfahren konvergiert. O
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Das Verfahren konvergiert nur dann lokal quadratisch, falls x4, = 0, falls also das Problem
kompatibel ist.

Das ist der Preis dafiir, dass wir F” weggelassen haben.
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7 Optimierung

Wir verallgemeinern unser Problem weiter.

Sei f: R™ — R gegeben.

Aufgabe: Finde einen (lokalen) Minimierer von f.

Beispiel. e x1,...,xyn: Designparameter eines Rennautos

(z.B. Hubraum, Reifengrofie, Gewicht, etc.)
f: R™ — R: Hochstgeschwindigkeit des Autos.

Finde Minimierer von — f.

Beispiel (Festkorpermechanik). « Elastisches Objekt 2 C R?

Deformation: ®: Q) — R3

Hyperelastizitit: stabile Zustdnde ® minimieren eine Energie

J: CHQ,R?) = R j((b):/QW(VCD(x))da:.

Diskretisierung: Fiille Q mit Dreiecken bzw. Tetraedern.

Betrachte nur noch Position der Eckpunkte der Dreiecke (Knoten) (n viele).

Aus J: CH(,R3) — R wird f: R3® - R

Stichwort: Finite Elemente

Sei zunéchst f quadratisch mit symmetrischer Matrix A € R™*™:

1
f(z) = ExTA:U — bz +ec

Falls A positiv definit ist, dann existiert genau ein Minimierer z*.

Dieser 16st
Vi) )=0=Az —b < Az =0

Problem zuriickgefiihrt auf lineares Gleichungsystem — schon bekannt.
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7.1 Gradientenartige Verfahren

Sei ab jetzt f nicht quadratisch.

Alle bekannten Verfahren sind iterativ.
Allgemeiner Ansatz: Sei z° € R™ gegeben.
Fiir k = 1,2, ...

o Wihle eine Richtung pr € R"
e Wahle eine Schrittweite ¢, € R
e Setze zFtl = 2F + t1pp.
Hoffnung:
1. (z3) konvergiert gegen einen Minimierer von f fiir moglichst viele Startwerte zV.
2. Die Konvergenz ist schnell.
Héngt ab von:
a) geschickter Wahl der Suchrichtungen py,
b) geschickter Wahl der Schrittweiten t.
In den allermeisten Féillen will man Abstiegsverfahren, d.h. es soll gelten
Fa™*h) < f(a)

fiir alle & € N, mit Gleichheit nur wenn ¥ Minimierer ist.

7.1.1 Schrittweiten

Sei ¥ € R™ und eine Abstiegsrichtung pj, gegeben.
Wie sollte man ein ,, gutes t wihlen?
Dilemma:

e 1 muss sorgfiltig gewdhlt werden, um moglichst viel Energiereduktion zu erhalten.
e Die Wahl von t; selbst darf nicht zu aufwandig sein.
Idealerweise: Wahle ¢, als globalen Minimierer von
0: R = R, t— f(z* +tpp), (exakte Liniensuche)

aber das ist i.A. viel zu teuer.
Stattdessen: inexakte Liniensuche

¢ Gegeben eine Folge von moglichen Schrittweiten.
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o Wihle die erste Schrittweite, die einer gewissen Bedingung geniigt.

Hoffnung: mit deutlich weniger Aufwand eine Schrittweise zu finden, die fast genauso gut
ist.

Diese Methode ist der Dampfungsstrategie im geddmpften Newton-Verfahren sehr dhnlich.
Aber:

o Dort wusste man, dass t; € (0, 1] sein muss und dass ¢, = 1 gewisse Vorteile bietet.
e Dieses Wissen hat man hier nicht.

Die einfachste Bedingung an die Schrittweite ist
o Wihle t;, so, dass f(xF + tgpy) < f(2) fiir alle k € N.

Das reicht nicht: betrachet beispielsweise die Funktion f(z) = 22 — 1.

Missing
figure

Wir brauchen hinreichenden Abstieg.

Die Wolfe-Bedingungen

a) Armijo-Regel: Fordere Reduktion, die linear ist in der Schrittweite ¢; und der Rich-
tungsableitung

i d

k _ T
dp_%f(x + tpk) tZO—Vf(:v) Dk

Das bedeutet

f@ +tpr) < f@P) + etV (@) o, e €(0,1) (7.1)

Auch diese Bedingung wird in der Literatur Armijo-Regel genannt -

Missing

figure
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Achtung: Die Armijo-Regel alleine reicht nicht aus. Eie Schrittweiten kénnen unnétig
klein werden.

Um das zu vermeiden fordern wir:
b) Kriimmungsbedingung:

@/(t) > CQ@/(O) Cy € (Cl, 1)

——
<0
oder auch
Vf (@ + tpr) o > 2V f(2")py, (7.2)
Idee:

o Falls ©'(t) stark negativ ist, bekomme ich mehr Abstieg, wenn ich ¢ vergrofiere.

o Falls ©'(t) positiv oder nur wenig negativ ist, dann lohnt es sich nicht/kaum, ¢
zu vergrofern.

(7.1) & (7.2) heiflen zusammen Wolfe-Bedingungen.

Satz 7.1 (Nocedal und Wright [14], Lemma 3.1). Sei f: R™ — R stetig differenzierbar und
von unten bschrankt Sei py, Abstiegsrichtung in %, Fir alle cl,o ERmMit0 <y <y <1
existieren Intervalle von Schrittweiten t fiir die die Wolfe-Bedingungen gelten.

Beweis. o $(t) = f(xF + tpy) ist von unten beschrinkt.
o+ Da p; Abstiegsrichtung = Vf(2*)Tp, < 0.
o Deshalb ist £(t) = f(a*) + te; V f(2F)Tpy fiir t > 0 nicht von unten beschrinkt.

o f ist stetig: 3 ein kleinstes ¢’ > 0 mit

Fa* + ) = f2*) + eV f(") pye
o Also gilt die Armijo-Bedingung fiir alle t < t'.
o Mittelwertsatz: 3t” € (0,t') so dass

F@* +tpr) — f(@¥) =tV (@ + t"pr) " p-

=t'c1 V f(zk)Tpy

o Teile durch ¢':

ViaE + ") o = a1 V) pr > V() g
R
c2 <

o t" erfiillt auch Bedingung ((7.2)). O
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7.1.2 Suchrichtungen

Wie wéhlt man die Suchrichtungen p;?
Eine scheinbar verniinftige Idee:
Wihle py als Richtung des steilsten Abstiegs von f in z* (engl.: steepest descent).

Richtungsableitung:

df d
dp Ef(m—kozp)

a=0

Definition. Die Richtung des steilsten Abstiegs von f in x ist der Minimierer von o
p

beziiglich p unter der Nebenbedingung ||p|| = 1.

Lemma 7.1. Der Minimierer ist

IVF (@)l
Beweis. Sei 0 der Winkel zwischen p und V f(z).
e Dann ist o
= =p' V(@) = pllIVf(@)llcos® = |V f(z)| cos
e Minimal, wenn cosf = -1 — O =n
v
p= -3 0
IVFI

Das Gradientenverfahren wirkt verniinftig, kann aber sehr langsam sein.

Beispiel. Sei

01

——
=ZA

f:R? SR, x»—)mT<€ 0>x

mit € > 0 klein.
Bemerkung. Das Problem ist schlecht konditioniert.
Man kann die optimale Schrittweite mit vertretbarem Aufwand berechnen:
o VNI
" V) TAV f(aF)

Und dennoch:

Missing
figure
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Viele Algorithmen verwenden deshalb andere Suchrichtungen.

Man will aber héufig, dass die Richtungen pj wenigstens dhnlich dem steilsten Abstieg
sind (engl.: gradient-related), die also zumindest ungefihr in Richtung —V f(2*) zeigen.
Denn dann kann man Konvergenz beweisen.

Definiere 6 als Winkel zwischen py und —V f(z¥)

—V f (") py
IV F@R)| - lpwll

Satz 7.2 (Nocedal und Wright [14], Satz 3.2). Gegeben sei ein Verfahren

cosf;, =

xk+1 - xk + tkplm

wobei pr immer Absiegsrichtung ist und ti immer die Wolfe-Bedingung erfiillt. Sei
f: R™ — R von unten beschrinkt und stetig differenzierbar. Der Gradient V f sei Lipschitz-
stetig mit Konstante L. Dann folgt

Z cos® O | V£ (zF)|? < oo.
k=0

Konsequenzen:
o Es gilt
lim cos? 0, ||V f(z*)||> = 0.
k—o00
o Falls p; so gewahlt ist, dass 6, von 90° weg beschrinkt ist, dann

36 > 0: cosf, > >0

fiir alle £ € N. Also gilt
lim |V £ (2% | = 0.

o Das Verfahren konvergiert also gegen einen stationiren Punkt, wenn die Suchrich-
tungen nicht ,zu senkrecht“ auf —V f(z*) stehen.

e Insbesondere ,konvergiert“ das Gradientenverfahren gegen einen stationdren Punkt,
wenn die Schrittweite immer die Wolfe-Bedingung erfiillt.

o Konvergenz gegen stationidre Punkte, nicht gegen Minimierer!
e Mehr ist mit den oben genannten Annahmen nicht zu erreichen.

o Konvergenz gegen Minimierer nur mit zuséitzlichen Annahmen an die py

(Kriimmung, d.h. Information iiber V2 f)
e Das ist natirlich teurer.

Beachte: Stationdre Punkte (aufler Minimierer) sind instabil!
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e Sei z* ein Sattelpunkt und (2*) mit ¥ — z* durch das Liniensuchverfahren erzeugt.
o Dann ist f(z¥) > f(2*) fiir alle k € N.

o Tatsiichlich aber treten Rundungsfehler auf: Wenn x* schon sehr nah an z* ist,
kann eventuell gelten

Fa* ) = f(a")

aber
f(gerundet(zl:’”rl ) < f(z¥).

e Danach kann die Folge nicht mehr gegen x* konvergieren.
Beweis von Satz[7.2. Die Wolfe-Bedingungen sind:
8) F(@*1) < F(¥) + exty V (a*)Tpy (Armijo)
b) V(2" Tp, > oV f(2®)Tpy, (Kriitmmung)

Subtrahiere V f(x*)Tp; von b)

T
(V) = VFEN) i > (2 = )V Ty
V f ist Lipschitz-stetig, deshalb gilt
<||vr@Et) = vrE)|| el

Lk Pk

—_——~
< Lz — 2| -||pg|| = Ltx||pr||®

(V) = V1) b

Zusammen
tiL [lpell* > (V£ = V(@) pr > (c2 — D)V (@)
-1 V f(a*) Ty,
L [l

Einsetzen in Armijo-Bedingung:

FE@F) < f(@¥) + ety f(2M) Ty

= lp =

<0
< ok e — 1 (Vf(aF)py)?
SIE AT TP
. k I —c (Vf(xk)Tpk)z k
SRR A P 7 C I A

=:c
=cos? 0y,

= f(z*) — ¢ cos Oy, - |V £ (2F)| %
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Rekursives Einsetzen
k: .
F@M) < f@®) = e cos® ]|V ()|
=0
beziehungsweise

k
zjcos2 HjHVf(xj)HQ < %(f(xn) - f(mkﬂ))-

§=0
e Rechte Seite ist nach oben beschrankt, da f nach unten beschrénkt ist.
o Partialsummen sind also beschriankt, aulerdem monoton steigend:
k
= kli_}rgo;)cosg 0,V f(x7)]? < oo. O
7.1.3 Das Gradientenverfahren

Gegeben z¥ € R".
Fir k=0,1,2,...
P =gk — 4,V f(2").

Verfahren konvergiert global, falls die ¢;, die Wolfe-Bedingungen erfiillen.
Aber: Konvergenz kann sehr langsam sein.

Das zeigen wir jetzt ordentlicher:

Satz 7.3 (Nocedal und Wright [14], Satz 3.3). Sei f quadratisch, also

f(z) = %xTAx —bvlx

mit symmetrischer, positiv definiter Matrix A.

o FExakte Liniensuche

VNV
© T V(M TAV(2F)
o Energie-Norm ||z||% = 2T Ax.
Dann gilt fiir den k + 1-ten Fehler
An — A
L < 2n Ly, k%
o+t = a4 < 2 e - o

mit 0 < A\ < ... <\, den Figenwerten von A.
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Beachte: Die Konvergenz ist umso besser, je ndher die Eigenwerte beieinander liegen

Beachte (k(A) ist die Kondition von A):

An — A1 %‘f -1 k(4) -1 1 fiir k(A) — oo,
= = %
Antd 241 k(A)+1 0 fiir k(A) — 1.
Fiir nichtquadratische f gilt folgendes Resultat.

Satz 7.4 (Nocedal und Wright , Satz 3.4). Sei f: R" — R zweimal stetig differen-
zierbar. Angenommen, die Iterierten z* des Gradientenverfahrens konvergieren zu einem
x*, wo V2f(x*) positiv definit ist. Sei auferdem

An— A1 )
€ 1
" <>\n + /\1
wobei 0 < A1 < ... < N\, die Eigenwerte von V2 f(z*) sind. Dann gilt

FEMY — f@*) < r2(f(*) — f(27)

fir alle k grof3 genug.

7.2 Das Newton-Verfahren
e Sei zF € R™.
« Approximiere f um z* durch ein quadratisches Modell
(e +p) = ) + VI T+ TV,
o Falls V2 f(2*) positiv definit ist, hat my, einen eindeutigen Minimierer
pe==V2f(@") IV (")

Im Prinzip liegt das bekannte Newton-Verfahren fiir die Optimalitdtsbedingung F(x) :=
Vf(z) =0 vor.

Aber Abstiegsrichtungen erhilt man nur, falls VF(z) = V2 f(z) positiv definit ist.

Missing

figure

‘Wir wissen schon:
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e Das ungeddmpfte Newton-Verfahren konvergiert lokal quadratisch, also viel schneller
als das Gradientenverfahren.

o Insbesondere gibt es eine besondere Schrittweite: zumindest in der N&he einer
Losung ist ¢ = 1 eine gute Wahl.

o Weiterer Vorteil bei Optimierungsproblemen: Anders als VF fiir beliebige Vektor-
funktionen ist V2F auf jeden Fall symmetrisch.

Falls V2 f(z*) nicht positiv definit ist, dann ... miissen wir tricksen:

o Ersetze V2 f(2*) durch eine dhnliche Matrix, die symmetrisch und positiv definit
ist.

» Addiere Vielfaches der Identitdt (Einheitsmatrix)

e Modifizierte Cholesky-Zerlegung

7.2.1 Konvergenzeigenschaften des Newton-Verfahrens

Wir hatten gesehen, dass ein allgemeines Liniensuchverfahren konvergiert, falls ein o > 0
existiert, so dass

—Vf(@¥)Tpy, S VE € N
IV FE] - Tpell =° e

Lemma 7.2 (Ubung). Sei M € R eine obere Schranke der Kondition von V2f, also

cos by, :=

RV = IV - IV2FH <M VkeN.
Dann gilt cos 0 > ﬁ

Es folgt: Das Newton-Verfahren konvergiert, falls die Folge der V2f(x*) beschriankte
Kondition hat.

Satz 7.5 (Nocedal und Wright [14], Satz 3.5). Sei f: R™ — R zweimal stetig differenzier-
bar und z* € R™ mit Vf(2*) = 0 und V2 f(x*) positiv definit. Sei V2f Lipschitz-stetig in
einer Umgebung von z*, (z*) die Newton-Folge 2*+1 = 2% — V2 f(2®)~'V f(2*). Falls 2°
hinreichend nah an x* liegt

a) konvergiert die Folge gegen x*.
b) Die Konvergenz ist lokal quadratisch.
¢) Die Folge (|Vf(2*)|)ken konvergiert quadratisch gegen 0.

Beachte: Fiir alle F hinreichend nah an z* erfiillt die Schrittweite ¢, = 1 die Wolfe-
Bedingung.
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7.3 Quasi-Newton-Verfahren

Nachteil des Newton-Verfahrens:
Die Auswertung von V2f kann schwierig/teuer sein.

Quasi-Newton-Verfahren:
o Ersetze V2f(x*) durch eine Approximation B € R™ ™,
e Suchrichtung py = —Bk_1Vf(xk).
e Konstruktion der By:

Idee: Die Folge der Gradienten (V f(z*)); enthélt Information iiber die zweiten Ableitun-

gen von f.
f/(xk—i-l) > f/(xk)” — “f”(a:k+1) > 0.

Formaler: Taylor-Entwicklung

VS +p) = V1) + V@ + [ [T+ sp) - V2] pds

=:R(p)
V[ ist stetig, deshalb gilt fiir das Restglied R
R
IB@ € oflpl) < tim 1P _g
Ilpli=0 Pl
Also folgt
V@) = Vb)) + V2 f (") - (@ = 2b) 4 o(|[27 = 2)).

Seien zF*t1 zF in einer Umgebung von z*, in der V2f , hinreichend“ positiv definit ist.
Dann ist

V2 f(aF) (2 — 2F) = V(@) = V()

=:sk =k

Idee des Quasi-Newton-Verfahrens:
Konstruiere By11 so, dass diese Bedingung erfillt ist:

Bji1s* = ¢ (Sekantengleichung).

Die Sekantengleichung bestimmt By, allerdings nur falls n = 1.
Wir benétigen also zusétzliche Bedingungen.

Weitere Wiinsche:
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e Symmetrie
o DByji1 — By habe niedrigen Rang (spart viel Speicher, falls k < n)

Es existieren viele Varianten.

Die wohl wichtigste Variante ist die BFGS-Formel (nach Broyden, Fletcher, Goldfarb,
Shanno)

Bysi - s BE | ykyi
Bjy1 = By — — .

s;kask ykTsk
Niitzlich:
e Bpy1 — By hat Rang 2
o Alle By sind symmetrisch.
o Alle By, erfiillen die Sekantengleichung.
o Alle By, sind positiv definit, falls auch By positiv definit ist.
Fiir Quasi-Newton-Methoden brauchen wir eine neue Art von Konvergenzgeschwindigkeit.

Definition. Eine Folge (z*) konvergiert superlinear gegen z*, falls

k+1 _ ka

2 _0.

lim —————
e Y —

Satz 7.6 (Nocedal und Wright [14], Satz 3.6). Sei f € C?(R",R). Betrachte die Iteration

= 2F 4t

wobei:

a) py ist Abstiegsrichtung

b) ty erfille die Wolfe-Bedingungen mit ¢ < %

Die Folge (z*) konvergiere gegen ein x* mit Vf(x*) = 0 und V2f(x*) positiv definit.
Falls

k 2 k
Lo VAR + V2l
s I

0,
dann gilt:
i) Die Schrittweite t, = 1 erfullt die Wolfe-Bedingungen fir alle k grof3 genug.

ii) Falls t, = 1 gewdhlt wird fiir alle k groff genug, dann konvergiert (z*) superlinear.
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Was heif3t das fiir Quasi-Newton-Verfahren?
Sei p, = —B; 'V f(zF).
Dann ist die zentrale Bedingung aus Satz
k 2 ¢( .k By — V2 f(zF
IR V2l (B = VPl
k=00 [Pkl k=00 2l
Dabei haben wir benutzt, dass
V(%) = BBy 'V f(z*) = —Bipy.
Das sind gute Nachrichten!

0.

— Es heit namlich NICHT, dass die By, immer bessere Approximationen von V2 f(2*)
werden miissen.

— Sie miissen V2 f(2*) nur entlang der Suchrichtungen immer besser approximieren.

7.4 Trust-Region-Verfahren

Bisher haben wir Liniensuchmethoden behandelt

e Suche erst eine Richtung p; € R™
e Suche dann eine Schrittweite ¢t € R

o Setze ¢! = zF + tipp
Trust-Region-Verfahren wéahlen p; und t; zusammen.

e Sei z¥ die aktuelle Tterierte

« Approximiere f um z* durch ein quadratisches Modell
1
mi(p) = f (") +9"p+ Sp" Bip

mit g, = Vf(z¥), By € R™" ist Approximation von V2f(z"*), zum Beispiel
V2 f(x*) selbst.

Idee: Vertraue my nur in einer Kugel um 2% (der Trust-Region) mit Radius Ay.
Wihle als Korrektur-Schritt

Pr = argminy, <, mi(p)

Wir erhalten den Vorteil, dass p; immer definiert ist, selbst wenn By nicht positiv
definit ist, dafiir aber den Nachteil, dass in jedem Schritt ein Minimierungsproblem mit
Nebenbedingung zu 16sen ist. Wie wdahlt man A ¢ Grundlage: Wie gut hat mj den
Energieverlust ¥ — 2* + p;, prognostiziert? Definiere:

f@*) — f(@* + p)
m(0) — my(pr)
Wiéhle zwei Konstanten 0 < n; <12 < 1,2z.B.n =0,1,170=0,9. Fir k=0,1,2,...

Pk =
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o Setze py = argmin, ., mk(p)
e Berechne gy

e Fall 1: g <m
1) ahtl = gk

2) Apy1 = 30

e Fall 2: ny < g <19
1) b =2k 4 py
o Fall 3: g, > 2
1) oF = 2k 4y,

2) Apy1 =20

7.5 Globale Konvergenz

Definition (Cauchy-Punkt). Der Cauchy-Punkt pf, ist der Minimierer von my, innerhalb
der Trust-Region in Richtung des negativen Gradienten.

pc _ gk T
AL

gkl
wobet

Ay, falls ngBkgk <0
k= min < Ay awll® sonst
) ngBkgk 9
billig

Der Cauchy-Punkt erzeugt Energieabstieg im Modell dhnlich wie der von der Armijo-
Bedingung gefordert.

Lemma 7.3 (nocedal_wright, Satz 4.3). Fir den Cauchy-Punkt pf, gilt

ey < 1 . Gk
() = m(s) = g el - min { 2y, 120} )
2 || Byl
Satz 7.7. Falls [technische Bedingungen/, und py so gewdhlt wird, dass fiir alle k € N

erfillt ist, dann folgt

lim [|gg|| =0
k—o0
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7.6 Das Hundebein-Verfahren

[dogleg method] Sei By, positiv definit. Der Minimierer von mj ohne Nebenbedingung ist

p? =B, g

Falls pP zulissig ist, also HpBH < A, dann ist p? auch Losung des quadratischen
Minimierungsproblems mit Nebenbedingungen. Sei p*(/A) der Minimierer von my, in der
Trust-Region als Funktion des Radius. Sei A klein im Verhéltnis zu HpBH. Dann ist

der quadratische Term in m(p) = f(z*) + gfp + %pTka eher irrelevant. Dann ist der
Minimierer von my ungefdhr der Cauchy-Punkt

. g
p(A) ~ —A=
9]l

dogleg-Methode: Wéhle py als Minimierer von my, auf dem gelben Pfad unter der Neben-
bedingung |[px| < A

Satz 7.8. Der Vektor p* ist Minimierer von

1
. k T T
min m(p) = f(z") + + B
P2 (p)=f(@@")+g'p 227 kP

<~ |[[p*|| < Ak, und es eine Zahl X > 0 gibt so dass

(B+ M)p* = —g
AMA —p*]]) =0

und (B + ) ist positiv semidefinit.
Berechnungsmethode von Minimierern
Algorithmus. Fir A grofi genug definiere

p(A) = —(B+ )"y

Falls ||p*|| auf dem Rand der Trust-Region liegt, dann verwende das Newton-Verfahren
zu Losen von

lpM = Ak =0
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8 Iterative Losungsverfahren fiir grofB3e,
diinnbesetzte Gleichungssysteme

In manchen Anwendungen stofit man auf Matrizen, die sehr grof3 sind, aber fast aus-
schlieBllich Nullen enthalten.
Solche Matrizen nennt man dinnbesetzt oder dinn (engl. sparse).

8.1 Motivation: Das Poisson-Problem

Sei € eine offene, beschrinkte Menge in R?, und f : Q — R eine gegebene Funktion.
Gesucht wird eine Funktion u : Q — R fir die
Ay Du_u
ox? 0y
u=20 auf dem Rand von .

f auf €,

Solch eine Funktion u beschreibt z. B.
e Temperaturverteilung bei gegebener Warmezufuhr f,
o Elektrostatisches Potential bei gegebener Ladungsdichte f,
o Fliissigkeitsdruck in einem porésen Medium.

Wie findet man so ein u?
Eine Moglichkeit: Finite Differenzen

e Sei g : R — R hinreichend oft stetig differenzierbar.
o Taylorentwicklung um ein z € R:
g(z +h) =g(z) + ¢ ()h + Rest,

also
iy g9l@+h)—g()
g (z) ~ Y

o Ahnlich erhilt man

g//(x) ~ g(xz +h) - Qgh(zx) +g(r — h).
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Das machen wir jetzt fiir die zweiten partiellen Ableitungen.
Sei € der Einfachheit halber das Einheitsquadrat.

A
Y

<< »
<« >

\/ €T
Waihle ein N € N, definiere die Gitterweite h := %, und das Gitter

A
Y
e o o o o
e o o o o
e o o o o
e o o o o
e o o o o
\J €x

Betrachte den Laplace-Operator an einem inneren Gitterpunkt (z;, y;):

62u($lay]) azu(mlay])

A i Yj) =
u(@i, y;) Ox? Oy?
~ h? B2
(@i, yy) = 2w, yp) w1, y) | w(@s, yien) — 2w, yp) + ulTi, yi-1)
- 02 * B2 ‘

Nummeriere die Gitterknoten von links unten nach rechts oben durch.
Seien u;, f; die Werte der Funktionen u bzw. f am i-ten Gitterknoten.
Man erhélt das lineare Gleichungssystem

Au=1>
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mit

T I
-I T -I 0

-1 T -1
-1 T

und I der (N — 1) x (N — 1) Einheitsmatrix.

Der Vektor u enthilt die Eintrage (u; ug ...
Gitterpunkten, und b = (f1 fo

Up) der numerischen Losung an den
... fn) enthélt die Werte der Funktion f dort.

Das Gleichungssystem hat die Grofe n = (N — 1)2. Zwar sind es in insgesamt (N + 1)?

Gitterpunkte, aber an allen Gitterpunkten auf dem Rand ist die Losung u durch die

Randbedingung u = 0 festgelegt.

8.1.1 Eigenschaften der Matrizen

GroBe

Die Matrizen aus dem obigen Beispiel knnen sehr grofl werden.

e Fiir jeden Gitterknoten eine Gleichung

Fiir d-dimensionale Gebiete hat man etwa n ~ Vol(Q) - h~¢ Knoten

Je feiner das Gitter, desto praziser die Losung, desto grofler aber auch die Matrix.

Mein Laptop: ca. 8 GB RAM; eine Zahl in doppelter Genauigkeit braucht 8 Byte.

Also hat man Platz fur 1 Milliarde Zahlen.

Aktuelle Hochleistungsrechner: n = 10!,

Wie 16st man diese Gleichungssysteme? Direkte Verfahren wie Gauf-Elimination oder

Cholesky-Zerlegung sind i.A. zu teuer.
Erinnerung: GauB-Elimination braucht O(n3) Rechenoperationen!

Diinnbesetztheit

Sei 7 ein innerer Knoten im Gitter fiir das Poisson-Problem.

Die Gleichung fiir u; ist

du; — ui—1 — Uit1 — Ui (N41) — Uit N+1 = [i-

Die i-te Zeile von A enthélt also nur 5 Eintrdge, der Rest ist Null.

Allgemein: Die Anzahl der Nicht-Null-Eintrage pro Zeile ist durch eine kleine

Konstante beschrankt.
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o Die Matrix enthilt also nur O(n) Eintrége

e Wendet man das Gauf3-Verfahren auf solch eine Matrix an, so entstehen bei den Zwi-

schenschritten in der Matrix eine betrachtliche Anzahl von zusétzlichen Eintragen
(,fill-in“).

e Das GaufB3-Verfahren ist deshalb nicht nur zu langsam, es braucht auch zu viel
Speicher.

Konsequenz: Wir brauchen Algorithmen und Datenstrukturen, die die Diinnbesetztheit
ausnutzen.

Beispiel: Matrix—Vektor-Multiplikation v = Aw.

1. Naiv:
1 for alle Zeilen i do
2 v, = 0
for alle Spalten j do
‘ V; = V; + Aijwj
end

[=2 <L B N

end
Das braucht O(n?) Operationen.

2. Pseudo-schlau:

1 for alle Zeilen i do
2 V; = 0
3 for alle Spalten j do
4 if Aij 75 0 then
5 ‘ V; = V; + Aijwj
6 end
7 end
8

end
Das braucht ebenfalls O(n?) Operationen!

3. Wirklich schlau:
1 for alle Zeilen ¢ do
2 v; =0

3 for alle Spalten j in denen A;; # 0 do
4 V; = v; + Aijwj

5 end

6 end

Das braucht nur O(#Nichtnulleintrdge) Operationen.

Besondere Forschungsrichtung: direkte Sparse-Verfahren (Das machen wir in Kapitel @)
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8.2 Lineare iterative Verfahren
Dieses Kapitel ist weitestgehend dem Buch von Dahmen und Reusken [2] entnommen.

Sei A € R™™™ nichtsingular, grof§ und diinnbesetzt und b € R". Finde x € R" so, dass
Ax =10
(z* sei von nun an die Losung).
Idee der iterativen Verfahren:
1. Wihle eine Startiterierte 20 € R™.

2. Berechne daraus eine Iterierte 2! € R™. ! ist zwar nicht die Losung, aber hoffentlich
,naher dran“ als 2.

3. Wiederhole 2) so lange, bis ausreichend Genauigkeit erreicht ist.

Man erhélt eine Folge z°, 2!, 2, ..., die (hoffentlich) gegen z* konvergiert.

Es gibt sehr viele Ansétze fiir 2). Ein paar werden wir jetzt betrachten.

Folgende Idee fithrt auf eine ganze Klasse von Verfahren: Das Residuum b — Ax ist eine
Art Fehler. Dann ist
af = ok b — AP

vielleicht niher an z* als 2*.
Formaler: Schreibe Az = b als Fixpunktgleichung

x=x+C(b— Ax)
mit C' € R™™ nichtsingulér. Setze
¢: R" —» R", x—z+C(b— Azx).

Die Losung x* ist Fixpunkt von .
Dafiir machen wir jetzt eine Fixpunktiteration:

"= @(2F) = 28 + O(b — Azk) = (I — CA)zF + O, k=0,1,2,...

8.2.1 Konvergenz

Unter welchen Umstdnden konvergiert dieses Verfahren?

Der Fehler im k-ten Iterationsschritt ist ef = 2% — 2*. Es gilt

Iterationsmatrix

Also gilt
F=(I-CcAkL  VE=0,1,2,... (8.1)
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Definition. Die Matriz I — C' A heifit Iterationsmatrix der Methode.

Die Fehlerfortpflanzung (8.1)) ist linear, deshalb werden solche Verfahren lineare Verfahren
genannt.

Fiir die Konvergenz gilt der folgende wichtige Satz.

Satz 8.1. Sei p(I — CA) der Spektralradius von I — C'A. Das Verfahren konvergiert fiir
jeden Startwert 2° € R gegen die Losung von Ax = b genau dann, wenn p(I — CA) < 1.

Beweis. Wir beweisen nur den einfachen, aber wichtigen Fall, dass I — C'A symmetrisch
positiv-definit (s.p.d.) ist.
Erstens: Aus p < 1 folgt Konvergenz.

e I — CA ist symmetrisch und positiv definit, also diagonalisierbar. Das heif}t es
existiert eine nichtsingulare Matrix T so dass

A1 0
A2
T=YI - CAT = ‘ =D,
0 An
wobei A1, Ao, ..., A, die Eigenwerte von I — C'A sind.
e eF=(I—CAFO = (TDT1)* e = TDFT1e0.

o Schiitze e* in einer Norm ab, z.B. der | - ||o-Norm

le¥]l2 = |TD*T el
<|ITlz - [1D*l2 - |17~z
<|ITllo - T2 - max N[
i=1,...,n

=p(I-CA)
o Dieser Term geht gegen 0, wenn p(I — CA) = max; |A;| < 1 ist.
Zeige jetzt: Aus Konvergenz folgt p < 1
e Angenommen |\;| > 1 fiir ein j, und |\;| = p(I — CA).
e Sei v ein zu A\; gehorender Eigenvektor.
« Wihle als Startwert 2z = 2* + v, also e’ = v.
e Dann folgt
le¥]l2 = I(I = CAY*eollz = [[(1 = CA)Y* vz = [N [lvll2 = [|€°)l2
fiir alle k.
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— Das Verfahren konvergiert nicht.

In allen endlich-dimensionalen Vektorrdumen sind alle Normen dquivalent. Deshalb dndert
sich das Resultat auch nicht, wenn man eine andere Norm betrachtet. ]

Der Spektralradius einer Matrix ist nur mit Miihe auszurechnen. Allerdings gilt p(B) <
| B|| fiir jede submultiplikative Matrixnorm.
[Denn: Sei v ein Eigenvektor von B zum Eigenwert A. Dann ist

(All[oll = Ixoll = [|Boll < [IB][[[o]]-

Deshalb gilt |A\| < || B]| fiir alle Eigenwerte A von B.]
Deshalb:

Korollar. Fiir jede Vektornorm ||-|| mit dazugehoriger Operatornorm gilt
Vi =0,1,2,...: ||zF —2*|| < ||T — CA|* - ||=° — 2.

Das Verfahren konvergiert genau dann, wenn ||I — CA|| < 1 fiir eine beliebige Norm gilt.

8.2.2 Konvergenzgeschwindigkeit

Man mochte gerne wissen, wie schnell die Folge 20, 2!, 22, ... gegen z* konvergiert.
k
Fehlerreduktionsrate im k-ten Schritt: H!:_U” und gemittelt iiber die ersten k Schritte
k
of €5 ]
= Pk
1€°]]

Auch die Grofe py, héngt mit p(I — CA) zusammen!
Bewets.

e Sei I — C'A wieder diagonalisierbar

o Eigenvektorbasis: v1,vo, ..., v,

e Nummerierung nach absteigenden Eigenwerten

A= [Aa = = (A

« Stelle den Anfangsfehler ¥ in der Eigenvektorbasis dar:
n
60 = Z CiU;
i=0

e Sei 0.B.d.A.c; #0
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o Es gilt
n n
ek = (I — CA)k Z CiU; = Z CZ‘)\fUz‘
=1 =1

n
k k
= Cl)‘i U1 + E Ci)\z‘ Vi
=2

=X | v+ a 1) v
=2 1
=ry

= )\’f(clvl + 7).

e Es gilt ¢; # 0 und /’\\—; <1 = 3 Konstanten ¢uin, Cmax (unabhéngig von k),
sodass
0 < emin < ||Cl'Ul + Tk” < Cmax
e Deshalb:
ek Atlllervr + g 3 k
[[€°]] || €9]| %

Wie viele Schritte braucht man, um den Fehler um den Faktor % R 5715 2u reduzieren?

le*] 1 L1
N Te N—lnpk

o Interpretiere — In p* als Konvergenzgeschwindigkeit.

o Asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit:
“In(p(I - CA))
o Fiir grofle k ist p(I — C'A) in etwa die gemittelte Fehlerreduktionsrate.

8.2.3 Die Wahl von C

Wie soll man die Matrix C' wahlen?
Ziel: p(I — CA) soll moglichst klein sein.

o Ideal wire C = A~! = p(I — CA) = 0. Das Verfahren konvergiert dann in einem
Schritt

et =204+ A7 b — A2®) = A7b = 2.
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e Die Durchfiithrung dieses Schrittes wére aber sehr teuer. Es muss das LGS
Azt — 2% = b — Az°
gelost werden.
Wir haben somit nichts gewonnen. Es ergibt sich folgendes Dilemma:

1. C soll A~! moglichst gut approximieren

2. Die Operation y — Cy soll moglichst billig sein

Beachte: Die Matrix C' wird nie explizit ausgerechnet!

8.2.4 Das Jacobi-Verfahren
Wir nehmen im Folgenden an, dass a;; # 0 fir allei =1,...,n.

Betrachte das lineare Gleichungssystem:

1121 + a1222 + . .. + 1Ty = b1

a1221 + a22%2 + . .. + A2mTm = bo

Idee: Lose i-te Zeile nach z; auf fir i = 1,...,n.
1

r1 = — (bl — a122 — ... — aln:vn)
a1
1
Tr9 = — (bg — a1y — ... — agnl‘n)
a22

Mache daraus ein iteratives Verfahren:

k+1 1 k k
$1+ = — (b1 — Q129 — ... — a1n$n)
aii
k+1 1 k k
:c2+ = — (bg —anx] —...— agna:n)
a2
Firi=1,...,n
1
k+1 _ k k k k k
x; = P~ (bi — Q] — @Ty — ... — Qi 1T — Q1T — . — ama:n) )
(X3

Oder, kompakter

1 n
ViE{l,Q,...,n}: xf“z(bi—z:aijxf)
Qi =
J#i
Beachte:
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e Die Rechnungen fiir die verschiedenen i sind voneinander unabhidngig = leicht
zu parallelisieren.

e In der Praxis gilt die Summe natiirlich nur iiber die Eintridge der i-ten Zeile von A,

die # 0 sind.

Darstellung als lineares Verfahren

Sei D := diag (a1, ..., any) € R™ ™. Die Iterationsvorschrift lasst sich schreiben als

2" = D71 (b — (A — D)a¥)
=D ' — D YA - D)k
=D ' — D' Az¥ 4+ 2F
=2 + Db — AzF)

— lineares Verfahren mit C = DL

Alternative Formulierung
e Sei —L die Matrix aller Eintrdge von A unterhalb der Diagonalen
e Sei —U die Matrix aller Eintrdge von A oberhalb der Diagonalen
e AlsoA=D-L-U
o Jacobi-Iteration:

Dzt = (L+ U2 +b

Konvergenz

Wir wenden das bekannte Konvergenzkriterium an:
Satz 8.2. Das Jacobi Verfahren konvergiert genau dann, wenn p (I — DflA) < 1.

Leider gilt diese Bedingung nicht immer.

Beispiel. Folgende Situation:

(12 o, [0 2
A_<2 l>:»f D A_<2 0)

A1,2 = £2 sind Eigenwerte

+1
V12 = ( 1 ) sind Eigenvektoren

= p (I + D 'A) =2 > 1. Das Verfahren konvergiert also nicht.

Es gibt schwéichere Kriterien, die aber einfacher zu handhaben sind.
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Definition. A € R™*" heifit irreduzibel, falls es keine Permutationen der Zeilen und
Spalten gibt, so dass A die Form
A A
0 Ay

bekommt, wobei Ay € RF** 1 <k < n (quadratisch) ist.
A heifst diagonaldominant, falls |a;| > 37, 4lai;| firi=1,...,n mit strikter Ungleichheit
fiir mindestens ein 1.

Satz 8.3. Das Jacobi- Verfahren konvergiert, falls mindestens eine der folgenden Bedin-
gungen gilt:

o A ist symmetrisch positiv definit, und 2D — A ist auch symmetrisch positiv definit.

o A ist irreduzibel und diagonaldominant.

Anwendung auf das Poissonproblem

Die folgende Rechnung stammt aus Dahmen und Reusken [2, Beispiel 13.10].

Sei A die Matrix des Poisson-Problems. Gleichungssystem:

1
5z (g = Uizt = Uig1j = Uig-1 — Uig+1) = fie

Jacobi-Verfahren: D = 4h=21.
Wir versuchen jetzt, den Spektralradius von I — CA = I — D~ A abzuschiitzen.
Dazu benutzen wir den Rayleigh-Quotienten

xL Ax

R(A7 x) = W

Fiir symmetrische A gilt Apin(A4) < R(A,x) < Apax(A), und diese Schranken werden
angenommen, wenn = entsprechende Eigenvektoren sind.

Damit
T -1
I-D A
p(I — D7'A) = sup il 5 Ik
2£0 ||
2T D ' Ax
=sup|l — ——5—
20 ]
1,27 Ax
=sup|l ——
wo| 4 [zl

Daraus folgt dass

1
p(I — D71A) = sup {‘1 — ihQ)\‘: A Eigenwert von A}
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Fiir die spezielle Matrix konnen wir die Eigenwerte ausrechnen. Diese sind alle nichtnega-
tiv.
Der grofite Eigenwert von A ist [2, Kapitel 12.3.3]:

8 .2 1
A= ﬁsm (27rh)

p(I —D71A) =1 — 2sin? <;7rh) = cos(mh)

Es folgt, dass

Taylor-Entwicklung:

1
cos(mh)=1-— §7r2h2 +...

Also ist
||ek+1|| zp(I_DflA)%]__}ﬂ_QhQ
[[e¥ | 2

Dieser Ausdruck geht ,quadratisch“ (also ziemlich schnell) gegen 1 wenn h — 0.

Wir wollen ausrechnen, wie viele Iterationen man ungeféhr braucht, um den Anfangsfehler
um einen Faktor R zu reduzieren. D.h., welches k£ soll man wéahlen, um ungefahr

et 1
o] =

=v]

zu er}}Calten?
Da ||||Z°|||| ~ p* erhilt man

k1o 1 —InR —InR 2 R
= —_ = ~ ~ n
%R " lmp(I-D4) 1n (1= fen2) ~ w2

dalnz~ (x—1) — F(z—1)% + ... ist.

Fiir ein doppelt so feines Gitter braucht man viermal so viele Iterationen (und diese sind
nattirlich auch noch teurer.).

Also ist dies kein so gutes Verfahren.

8.2.5 Das GauB-Seidel-Verfahren
e Carl-Friedrich Gauf

e Philipp Ludwig von Seidel, 1821-1896, Mathematiker, Optiker, Astronom

Betrachte noch einmal die Jacobi-Rechenvorschrift:

k1 L k K k k k
Z; = ? (bz — Q51T — Q2T — ... T A4 i—1T5_1 — CL7;7Z'+1{L‘Z~+1 — .. amJTn) .
1
FEigentlich haben wir fiir z1,...,x;_1 schon bessere Werte als x’f, e ,:L‘f_l, namlich
k+1 k41
T,
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GauB3-Seidel-Verfahren:

1
k+1 _ k+1 k+1 k k
Z; = af (bz — Q3177 s T Q1T — ai7¢+1xi+1 — .. amxn)

13
1 i—1 n

_ L ekl ok

= o b2 ayey™ = > ayaj ).
w j=1 j=i+1

:cf“ héngt von xfjll ab = keine Parallelisierung méglich.

GauB-Seidel als lineares Verfahren

Seien D, —L, —U Diagonalteil, linker, rechter Dreiecksteil von A.
" = D7 (b + Lottt + ULP)
Wir ziehen D und L auf die linke Seite
(D — L)a* 't = Uk + b,

k+1

und losen nach z auf

"t = (D - L) 'UF +(D-L)
—zF+ [(D-L)'U-I]+(D-L)""
="+ (D-L) ' U-D+Lz"+(D-L)""
g
=%+ (D — L)' (b — Azh).

= Lineares Verfahren mit C' = (D — L)~1.

Konvergenz
Wir erwarten bessere Konvergenzeigenschaften als fiir das Jacobi-Verfahren.
Und in der Tat:
Satz 8.4. Das Gauf-Seidel-Verfahren konvergiert, wenn
o A symmetrisch und positiv definit ist und/oder

e A irreduzibel und diagonal dominant ist.

Konvergenzgeschwindigkeit
Beispiel. Sei A die Matrix des Poisson-Problems fiir ein quadratisches Gebiet.

e Esgilt p(I — (D — L)"'A) = (p(I — D71 A))2. Das heifit der Spektralradius der
Jacobi-Methode ist das Quadrat des Spektralradius der Gauf-Seidel Methode. Laut
Dahmen und Reusken [2] steht das bei [7].
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e Deshalb
p(I — (D — L)"tA) = cos?(h)
o Taylor-Entwicklung fiir cos?
1 2 1 1
2 3 (1 _ L 2,2 1 _ot 232 1 434 o1 — 72h2
cos? rh ~ (1 o™k +..) =1 2500+ it~ 1 - wh
e Fehlerreduktion .
[e*H ~1—12h2
el

Um den Startfehler um den Faktor R zu reduzieren, braucht man etwa

—InR —InR N InR

~
~

Inp(I —(D—L)~LA) ~ In(1—n2h2) ~ w2h2

Iterationen.
Faustregel: Das Gauf-Seidel-Verfahren braucht nur etwa halb so viele Iterationen wie das
Jacobi-Verfahren.
8.2.6 Abbruchkriterien
Wie viele Iterationen soll man machen?
e Schétzungen wie ,,WQ—IhQ In R“ sind nur fiir wenige Spezialfille bekannt.

Idealerweise iteriert man so lange, bis ||e*|| < K mit K vorgegeben.
Wie sollte man ||e¥|| ausrechnen/abschétzen?

Beliebter Ansatz: Betrachte das Residuum ry, := b — Az*. Es gilt
le¥]l = fla* — a®|| = A7} (b — Az®) | = [| A el < JATH] - [l

Das Residuum schiitzt den Fehler von oben ab, wenn [|A™Y| bekannt ist.
Abbruchbedingung ||rg|| < K ist nicht sinnvoll!
Stattdessen: Breche ab, sobald

7kl

< K
el
Die Idee dahinter ist B
le™ll _ IAT rell Nl
el [JATEOf [

Das ist aber nicht wirklich mathematisch zu rechtfertigen.

Ausgefeilterer Ansatz: Um ||e*|| abzuschitzen:
e Berechne m weitere Iterationen,

o Schitze eF durch e™ — e ab.
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8.3 Das Gradientenverfahren

(Auch bekannt als: Verfahren des steilsten Abstiegs, steepest descent, etc.)

Die folgenden Verfahren sind nichtlinear. Das heif3t, dass die Fehlerfortpflanzung von
einem Schritt zum néchsten nicht linear ist.

Der Inhalt dieses Kapitels ist weitestgehend dem Artikel von Shewchuk, An Introduction
to the Conjugate Gradient Method Without the Agonizing Pain [15] entnommen.

Ab jetzt sei A immer symmetrisch und positiv definit. Betrachte die Funktion

1
f:R" -5 R, f(z) = §$TA$ — bx.

Satz 8.5. Die Losung x* von Ax = b ist eindeutiger Minimierer von f.

Beweis. 1. z* ist stationdrer Punkt von f, denn
/ 1 T 1 (%
f(:L‘):§A x+§Ax—b:Aac—b = f'(z*)=0.

2. x* ist Minimierer, denn fiir p # x* ergibt etwas Rechnen

1

fp) = fa*) +5 (0 —a") Alp—a*) > f(a"),

>0

da A positiv definit ist. O

Die Umformulierung des Gleichungssystems Az = b in ein Minimierungsproblem ermdog-
licht ein neue Sichtweise des Problems. Statt Losungen eines Gleichungssystems kénnen
wir jetzt nach Minimierern einer Energie suchen.

8.3.1 Idee des Gradientenverfahrens

k

Idee: Ausgehend von z", mache einen Schritt in Richtung des steilsten Abstieges.

Diese Richtung ist —f’(2*) = b — Az¥ = r;, (das Residuum).
Ein Schritt ist
2* =2k 4 ok, o € R die Schrittlinge. (8.2)

Wie lang soll der Schritt sein?
Liniensuche: Minimiere f entlang der Suchrichtung.
Also

0= fh) = pt )

k+1
T dz™

Ja = f@™ )y,
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Es ist aber f/(zFt1) = —rk¥*1 und deshalb
0= (rF*HTr, = (b — AP Ty

(b— A(z® + ozkrk))Trk = (b— A" T vy — oF(Arp) Ty
~——

:/)"k
T
k_ TkTk

_— . =
T{A’I"k

Die Berechnung von o besteht also (hauptsichlich) aus einer Matrix-Vektor-Multiplikation.
Jeder Schritt ist orthogonal zu seinem Vorgénger.
8.3.2 Konvergenzanalyse

Zuerst ein einfacher Fall: Sei e* Eigenvektor von A.
Dann ist 7 parallel zum Fehler e*, denn

re=b— Az = Ax* — AP = —Ael = —\eF

mit A Eigenwert von A zu e”.
Dann gilt:
k+1 ko TRTH ko RTE (—xef) =0
e =€ Tp =€ -(=Ae") =0.
ri Ary () A(=Aeb)
A
=ATk

Das Verfahren konvergiert in einem Schritt.
Anschauung: z* liegt auf einer Achse des Ellipsoids.

2 -
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Allgemeiner: e* ist Linearkombination von Eigenvektoren.
Sei {v;} Orthonormalbasis von Eigenvektoren

n
k
e = Z §jvj.
j=1

(Zur Einfachheit lassen wir das k weg.)
Wir erhalten:

rTr = (—Ae)T (- Ae) = (A%:givi)T@Zg