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Erinnerungen an WS

Wir studieren Mannigfaltigkeiten (Mfg).

~ topologische Rdume, die lokal wie R™ aussehen + glatte Strukturen von
glatten Abbildungen zu sprechen.



Konkret: um jeden Punkt p € M gibt es eine Umgebung U 3 p zusammen mit
einer Karte z: U — R"

Idee: da M lokal wie R™ aussieht, versucht man, Objekte aus der Analysis auch
auf M zu verstehen.

Wichtig dabei: das Objekt auf M muss koordinatenunabhéngig werden! (Physik
verlangt das auch!)

1. Tangentialraum ,iiber* jedem Punkt p € M ,hingt“ ein Vektorraum
T,M, dimT,M = dim M Elemente von T}, M heilen Tangentialvektoren.

T,M = {Ableitungen von Funktionen an p}
= {0: C*(M) — R linear | 9(fg) = f(p) - 9(9) +9(p) - 0(/f)}

Motto: Tangentialvektor = Richtungsableitung!
m: TM — M ist glatt v € T,M — p
Nutzen: wir verstehen ,wirklich“, was Ableitungen sind

Friher:

feC®R™R") ~ DpfeMpxm(R)
Df € C*R™, M, xm(R))

Jetzt in Diffgeo:
feC>®(M,N) p Dyf: TyM — Ty N linear
pe

2. ODEs als Flusse von Vektorfeldern

Vektorfeld: X: M — TM mit mo X = idy (& X(p) € T,M) Gegeben

X~ ®: W — M (Fluss des Vektorfeldes)
CRxM

s.d. Vp € M ~,(t) := ®(t,p) die ODE

lasst

3. Lie-Klammer von Vektorfeld und Lie-Gruppen Auf Vektorfeldern auf M
ergibt es eine interessante algebraische Struktur: die Lie-Klammer: gegeben
X,Ye I'(TM) ~[X,Y]|e(TM)

——
Vektor feld
(T(TM),[-,-]) wird zu einer Lie-Algebra.

Def. Eine Lie-Algebra (V,[-,]) ist ein Vektorraum V' mit einer bilinearen
Abbildung [-,-] : V x V — V mit folgenden Eingenschaften:



(a) [X,)Y]=-]V,X], X, YeV
(b) Jacobi-Identitédt: X, Y, Z € V:

[Xa [Y7 ZH + [Yﬂ [27 X” + [Za [Xa YH =0

Beispiele:

(a) T(T'M), [-,-] ist eine Lie-Algebra
(b) M, (R), [A, B] = AB — BA ist eine Lie-Algebra

Verbindung zwischen a) und b) — Lie-Gruppen Lie-Gruppe = Mannig-
faltigkeit und Gruppe (auf kompatible Weise) Multiplikation, Inversion
glatt.

G Lie-Gruppe ~ Lie(G) =2(G) ={X e I'(TG) | (Lg). X=X}=

{z | = linksinvariantes Vektorfeld }
— Lie-Algebra bzgl. [-, -], heifit Lie-Algebra von G.
Eigenschaften: Lie(G) = T1G als Vektoraum = dimg Lie(G) = dim G

Lg:G —» G
h — g-h
Satz G = GL(n,R) < M, (R)

Lie(G) 2 TiG =  M,(R)

Vektoraum

Dies ist auch ein Isomorphismus zwischen Lie-Algebren!

(Lie(GL(n7 R))7 ['7 ]) = (MH(R)7 [‘, ])

Fiir jedes G < GL(n,R) ist dann Lie(G) € (M, (R), [+, ])-
[A,B] = AB — BA

Ubung 1

Differential einer Abbildung
f:R" 5 R"
peR” Dyf:R" — R"(linear)

v 6vf(p)
——r

=D, f(v)



8vf(p) = il v
=1 6.7} p
Ofi
Dpf als I\Tatrix <8.’13-7>Z = 17m
j=1n
fi+M—N
pEM~Dyf: T,M — TN linear
W
v o= (e mu(fe)=v( ¢gof )
~— ——
coe €= (M)

v = Ableitungsoperation (v: C°(M) — R) mit v(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f)

M-, N_*2,R

e

TODO Bildchen

M N

e U=

C=(N)
@

C*°(M) linear, sogar Algebrenhomomorphismus

pof

I

Jeder Tangentialvektor v ist eine lineare Abbildung v: C*°(M) — R, dann ist

vo f* : C*°(M) — R linear
——
=D (o) f(v)=fsv

Beispiel
G =U(n) = {A € M, (C) | A*A =1} C GL(n,C)
Lie(G) =og=u(n)=7={X e M,(C) | X* ==X}, [, ]
WG C Ty GL(n,C) Zgl(n,C) 2 M,(C)

{ 90)  [v: (=€) = GA(0) =1}



Sei v: (—¢,€) — G eine Kurve, v(0) =1

G=Un)=~vt)"-~v{t)=1+« %‘t:O

$(0)y(0) + ~(0)"4(0) =0
I
70 + 4(0)=0

Also:

T1(G) S{X e M,(C) | X* = -X}

Dazu: Zeige D betrachte:

o ik yk
y(t) := e <:_Ztlj!( )

k=0
’Y(t)* — etX* — eftX
(1) x7(t) = e7 e =1 = 4(t) € U(n)
A(t) = Xe'* = 4(0) = X

wie gewilinscht. = Gleichheit

D det = (A — Trace(A))

G =U(n) < GL(n,R) og = u(n) C gl(n,R) = M, (R)

Wir haben gesehen:



wobei X das linksinvariante Vektorfeld zu X ist
= 7(t) ist eine Integralkurve von X
Ausfiihrlicher:

G € GL(m,R) C M,,(R) = R

X €T\G ~ X(A) = A X €T4G C My(R)
g€

linksinvariantes VF

Eine Integralkurve A(t) € G von X erfiillt dann:

~ mit A(0) =1~ A(t) = et¥

r — A-x
f:R" — R" linear
=D, f=fR" — R

f: V. — W linear

mit Ubung 28 p € V:

v 20w

11S 11S

v — ow

dety(t) =1« 4

dt|,_,

det: GL(n,R) = R

Dy det: M, (R)

R
A ? =

_>
— Tr(A)

det(1 +tA) =14 (?) + O(t?)



Determinante ist Konjugationsinvariant

det(1 +tA) = det(14+tBAB™")

Wenn A diagonalisierbar ist folgt somit:

1+t
det(1 +tA)

14+t
(L4+tA) - (L4 t\,)
L+t(A1 + M) + O(t?)
1+t - Trace(A) 4+ O(t?)

Integration auf Mannigfaltigkeiten

Suchen eines koordinateninvarianten Integrationsbegriffs

U R™
I oa: U 5 V Diffeo

Rn

v
Betrachte n = 1:

U, V C R offenen Intervalle. «: U — V Diffeo (= strikt monotone glatte

=(a,b)
Flkt.)

Transformationsformel:

a(b) b
/ , fe@ana= [

»2Mnemonik“:

fr V=R



In R™:
[ e D) d, = [ 0)dy e,
U %

«: U — V Diffeo

(ury. . up) = (V1,...,0p)

/ f(v)doy dvg
v

81}1 81}1

dU]_ = deuj. + 877_L2dU2
o 8112 81)2
dvg = Juy du; + 9uy dus

dvy dvy :%+%+ 901 9% 4 duy + 2192 sy dusy =
1 Ouy 2 OUu2 0u1 8’[1,2 811,2 8u1

= - Ov1 vy vy Ovp
= /Vf(v) dvy dvg = /(Jf(v(u))( 0w, 9us Dy Dus >du1 dug

81)1 8’[1,1

— 8’U.1 3u2
sollte det Quz  Qvy
(%) sein Ouy Oug

Damit die Mnemonik stimmt, muss also gelten:

dU1 . dU1 = dU2 . d’LLQ =0
du1 . d’LL2 = —dUQ' du1 =0

Erkenntniss:

Koordinatenfrei werden nicht Funktionen, sondern sogenannte Differentialformen
integriert. Eine n-Differentialform auf R™ ist (informell) ein Ausdruck

(%)



w=f(z)dzr A... A dzy,

mit den Rechenregeln: wenn = = z(y) mit y = (y1,...,y,) dann transformiert
sich der Ausdruck zu

81'1 8{En axn >
x —dy+...+—dy, A A —dy1 + ...+ —dy,
Y e

"M > dy; A dy; = —dy; Ady;, i,5=1,...,n

folglich ist [ w unabhéngig von Koordinaten.

Ziel:

Das Tensorprodukt

ausgehend von einem Vektoraum V(= T,,M, T,y M) einen Kalkiihl zu entwickeln,
welcher die Interpretation von Ausdriicken wie dzy A ... A dxj mit Rechenregeln
dz; A dz; = dz; A dz; erlaubt.

Das wird durch Theorie von Tensorprodukten und multiliniearen (z.B.
det: R" x ... x R" — R) Abbildungen gemacht
—_——

n-mal

Hauptidee: eine multilinieare Abbildung f: V4 x ... x V,, — W. Es reicht diese
Idee fiir bilineare Abbildungen zu realisieren. (dann wiederholt man es)

Definition: Tensorprodukt

Ein Vektoraum V ® W zusammen mit einer bilinearen Abbildung i: V x W —
V ® W heifit Tensorprodukt von V und W, wenn fiir jede bilineare Abbildung
[:V xW — Z, (Z beliebiger Vektoraum) eine eindeutige lineare Abbildung

[ VeW — Z existiert mit f oi = f (genannt universelle Eigenschaften)

VxW —5VeWw

37
f +

VA

Lemma: Eindeutigkeit des Tensorprodukts V @ W

Wenn V @ W existiert, dann ist es eindeutig bis auf einen eindeutigen Isomor-
phismus.

Beweis:



V4+W -2 (Vo W),

i 0
(= I
i \La'fl sz i
I
I

(VW)

Die universelle Eigenschaft von (V ® W), liefert f1: (V@ W); — (V@ W)z mit
fl [¢] ’il = ig.
Die universelle Eigenschaft von (V ® W), liefert fo: (V@ W)y — (V@ W) mit
fo 0y = i1.

Beh. fi, fo sind invers zueinander. Betrachte z.B.: fi o fo

VaWw —s (Ve W),
X lf10f2 }d
(Ve W),
Wegen der Eigenschaften in der Definition von (V @ W)z ist f1 o fo =idwgw),-
Analog gilt fo o fi = idvow),
Existenz von V@ W

Idee: V'@ W soll von Ausdriicken der Form v @ w, v € V., w € W aufgespannt
werden und v ® w soll linear in V' und W sein.

Definition: Sei X eine Menge. Der freie (reelle) Vektoraum auf X, Fr(X), ist
der (reelle) Vektoraum mit Basis X.

Fr(X) = A{f: X - R | f(x) # 0 fiir endlich viele x € X}

v,w1twe)—(v,w1)—(v,w2),vEV w1, we €W
Av,w)—A(v,w)

(vitv2,w)—(v1,w)—(va,w),v1,v2 EV,WEW
V@W:;ﬂwaw<i >
(v, w)—=A(v,w)

}vEV,wEW,/\ER

Sei

ii VxW —VeWw
(v,w) = [(v,w)] =vOw

Diese Definition heifit, dass folgende Rechenregeln gelten:

(Nn4+v)Qw = 1RW+VRW
v® (wg +wy) = vw;+vws
Avew) = v IMw=MWQRw, vi,vs € V,wi,wy € W,A€R

10



() = span(-)

wenn FE ein Vektoraum ist, £/ C F Untervektorraum, dann ist E/E’ = {e +
E' | e € E} mit mengenméBiger Addition und Skalarmultiplikation. (bei uns ist
E=FV xW),E' ={(..)

Interpretation: E/E’ = Vektoraum der Aquivalenzklassen von Vektoraum in E
modulo E’. (¢/ =0, ¢’ € E’) Entsprechend ist

VoW =span{v@w |veV,weW}

=([(v,w)]
mit den Relationen:
(N4+v)R@w = VWtV RW
v (wy +wy) = vw;+vws
Avew) = v@Aw=Rw, v1,v2 € Vw,wy € W,A€R
Lemma

Die angegebene Konstruktion von V ® W erfiillt die universelle Eigenschaft.
Beweis:
Sei f: V x W — Z gegeben, bilinear

Definiere

f:VxW — Z, linear
k

k

Z/\i(vhwi) = ZAif(Uiawi)

i=1 i=1

Behauptung: f induziert eine lineare Abbildung f
f:Vvew — Z

(vow) = f((v,w)

Dazu muss man tiberpriifen, dass (v1 + ve, w) — (v, w) — (v2, w) sowie andere Re-
lationen von irgendwas oben im Kern von f liegen. Das ist dadurch gewéhrleistet,
dass f bilinear ist, z.B.

11



f((v1 + v, w) = (v, w) — (v2,w))

PES fon ot unw) — f(vnw) — [, w)

Bilinearitédt von f 0

= f erfiillt dann f(v@w) = f(v,w) = V @W erfiillt die universelle Eigenschaft.

Homomorphismen und Dualrdume: (Erinnerung aus
LAAG)

V, W Vektorrdume ~» Hom(V,W) = {f: V — W | f linear } ist selbst ein
Vektoraum, wenn V, W endlichdimensional = dim Hom(V, W) = dim V - dim W
(Hom(V, W) 2 M(m x n,R), wenn V =2 R", W =2 R™)

V* := Hom(V,R) ist dann der Dualraum von V. Wenn {e;}?; eine Basis in V
1, 1=y
0, i#j
SchlieBlich ist fiir V < oo die Einbettung i: V. — V**, v — (o — «a(v)) ein
Isomorphismus

ist, dann gibt es die duale Basis {a;}7_; C V* mit: a;(e;) == 65 =

Proposition

W ® V* ist kanonisch isomorph zu Hom(V, W) fiir endlichdimensionale V; W.
Insbesondere gilt dann:

dmW @ V* =dimW - dimV =dimW gV

Mehr: wenn {f;}72; und {e;};"; Basen in W bzw. V sind. Dann ist {f; ®
€iti=1,...nyj=1,..m eine Basis in WV

Beweis:

Sei L: W x V* — Hom(V,W), (w,a) — (Bpo: v — av) - w), (0y o Rangl-
Operator definiert durch «, w)

L ist bilinear, weil:

(L(w1 + Awsz, aq + paz))(v)
(a1 + paz)(v) - (w1 + Aws)

= a1(v)wr + pas(v)ws +A ag(V)wa +pA az(v) - we
—_——— ——— ——— ———

L(wi,a1)(v)  L(wi,az)(v) L(wsz,a1)(v) L(wz,a2)(v)

Nach der universellen Eigenschaft vom Tensorprodukt bekommen wir eine lineare
Abbildung

12



L:W®V* — Hom(V,W)
w®a = Oyqa

L ist ein Isomorphismus: geben wir das Inverse an. Sei {e;}?_; eine Basis on V/,
{a;}1, die duale Basis in V*. Definiere
¢: Hom(V,W) — WeV*

T = ) T(e)®a
i=1

poLllw®a) = @(Gw’a)

(Lop(T)(v) = Z Or(e:)as (V)
= Zai(v)T(ei)

= T<Zai(v)ei>
i=1

— T()

= Loyp=id

W @ W ist nach Konstruktion aufgespannt durch f; ® e;, dimW ® V = dim W -
dimV = {f; ®e;} ist eine Basis.

Korollar

Wenn X, Y endliche Mengen sind, dann gilt:

FXxY)2FX)oF(Y)

Erinnerung: hier gilt F(X) = {f: X — R} mit punktweisen Operationen

13



Korollar
WeVEVeW, We(VezZ)=WeV)eZ

Bemerkung: Es gilt auch ohne Einschréankung auf Dimensionen

Definition Tensor

Ein Tensor vom Typ (7, s) (zum Vektoraum V') ist ein Element des Vektoraumes

)

T,:(V)=V®..VeV'®...oV"
———— N ——

r-mal s-mal

Bemerkung: Wenn {e;}_; eine Basis in V, {a;}7; C V* duale Basis. ~»

{6i1®...®6“®04j1®...®01jr|il,...,ir,j17...,js6{1,...77’2,}}

ist eine Basis in T, ; (Beweis: wende induktiv die Proposition an).

= jedes T € T;. ,(V) ist darstellbar also

_ CRRN ) ] )
T= E Tjhm;js(e“®...®e“®am®...®ah)
01 5ensi, 1, ds €100}

Beispiel T1 1 (V) = V@ V* 2 Hom(V, V) = End(V) d.h., elemente von T} ; kann
man als lineare Abbildung von V nach V interpretieren. Multilinear heifit linear
in jeder Komponente. Sei

M, (V) ={f: Vx...xVxV*"x...xV* = R| f multilinicar }

s-mal r-mal

Proposition

T, s(V) ist kanonisch isomorph zu M, (V)
Korollar
Bil(V) = {b: V x V — R bilinicar} = V* @ V*

Insbesondere ist ein Skalarpodukt auf V' ein Tensor vom Typ (0, 2) Notation g; ;
fir Koordinaten einer Metrik ist konstant mit Tensorprodukten.

14



Tensorprodukte von Vektorraumen

Hom(V® W )= Bil(V xW, Z )
R R

Hom(V1 ® ... @V, Z) 2 {f: Vi1 x...®V, — Z | f multiliniear }

Induktion
=

Letzes mal:

Ms, ={f: V®...0 VxV*x...x V" =R | f multiliniear }

s-mal r-mal
Proposition
Tu(V) 2 M ()
Beweis:

Nach obigen Eigenschaften gilt:

MST

s

Hom(T, ,(V),R) =t (V) ' =(V'®.. V' @V®...0 V)"

R~ 1R

V.. eVelV ' @... V"

r-mal s-mal

1
N

Wir wollen also zeigen: W, Z zwei Vektordume, wollen zeigen, dass W*
(W = TS,T(V), Z = TT,S(V))

Def. /Erinnerung:

Eine nichtsingulire Paarung zwischen W, Z ist eine bilineare Abbildung 5: W x
Z — R mit

« BW,2)=0VYZ€Z=w=0
« BW,Z)=0YweW = Z=0

Ubung:

Wenn W, Z endlichdimensional, (w;)?_, (2;)7, Basen in W bzw. Z dann ist 8

nichtsinguldr < (5(w;, 2;))i=1,...,» nicht ausgeartet ist = n =m
Jj=1,....m

B gibt einen Isomorphismus B:Z — W
Beispiel:
W = Z, euklidischer Raum mit Skalarpodukt (-, -)

15



BW,Z) = ()

Alos: Wir betrachten eine nichtsingulire Paarung

Bi: Ts (V) x T (V) = R

Definiere

B ®...00; V] Q... U, 11 Q...0 U, Qu] ® ... ul)

= I_v7 (wi) - T uj(v;)s bilinear fortgesetzt

Tensorprodukte von Vektorraumen

Zu zeigen ist, dass § nicht ausgeartet ist. Dazu sei 0 # t € T, ('), wir suchen
t* € Ty (V) mit B(t*,¢) #0

Sei (e;)i—; eine Basis in V, (a)?_; die Dualbasis in V*

Dann gilt:

t= E tjl---fseu®-~-®ew®0‘31®-~-®0@s
i1,e0r€{1,...,n}
Jise--Js€{1,...,n}

D,t # 0, ist eins von den Koeffizienten # 0:

0#L" =Boy, ®...®q;, Qej, ®...@¢j,,1)

Bemerkung: Die Paarung zwischen 7. mal T , wird gelegentlich einfach durch
(-,-) oder (-,-) bezeichnet.

Beispiel V' = T,M, (U,z) eine Karte um p, dann hat V' = T,M eine Basis
{52 i
V* = T M bekommt die duale Basis {dz'}}_;
Erinnerung: dz*(T,M (v) := v(2*)), daher da'(52%) = 52 (2%) = &y,
Wir bekommen jetzt z.B. (i, j fest)
1. tij = dl‘i ® d{Ej eV & V* = To}g(V) = TO’Q(V) = BII(V X V;R)

ti;y = (do'® da?)(v,w)
= daci'(v) : d@j(w)
v(z') - w(?), v,w e T,M

16



Beispiel:

g = z": dz' @ dat
i=1

ist auch eine Biliniarform auf T, M. Wenn M = R", p beliebig, dann ist g das
Standardskalarprodukt auf 7),R™ = R"

o 9 (0 )
9<amkaxz) =2 (w) da (a;a)

=0ik =041
= O+ 0
Ok

Auflere Potenzen, #ufere Algebra
Errinnerung:

fiir Integrationstheorie wollen wir die Rechenregeln

di A de? = —da? A da’

Beobachtung: Tensoren kann man miteinander multiplizieren. Es gibt eine kano-
nische bilineare Abbildung

(V®...®V)XV@...@V%V@...@V
k-mal l-mal (k+1)-mal
((vl®...®vk),(vk+1®...®vk+l))|—>(vl®...®vk+l)

Notation:
Ve...eV k>0
ver =

T(V):= é vk
k=0

heifit die Tensoralgebra von V'

17



Multiplikation: t € V" ¢/ € V®¢

tot =tet e VoUts

definiert eine Multiplikation auf T'(V)
In T'(V) gelten die Relationen v ® v = 0 nicht.
Diese wollen wir erzwingen.

Sei Z(V) = (v®@v|v € V) das Ideal in T(V) erzeugt von Elementen der Form
VU

Notation:

L(V):=I(V)NV® (V) = é]n(V) (kleine Ubung)
r=0

Multiplikation wird durch A bezeichnet. nach Konstruktion gilt v1 A ... A vy =
[1 ®...Q v

Definition
AV):=T(V)/1(V)

heifit duflere Algebra von V
Nach Konstruktion und Eigenschaft von I(V') gilt

AV) =@ A<V>

r=0 “N>—~—
Vor? JI,(V
1. AV 2R, weil I(V) = {0}
2. AW 2V, weil (V) = {0}
Proposition
Sei (eq,...,e,) eine Basis in V. Dann ist

{eil/\.../\eik \k<i1<i2<...<ik§n}

cine Basis von A\"(V) (+ k-te duBere Potenz)

Insbesondere gilt:



Auflere Potenzen, #uflere Algebra
Beweis

Nach Konstruktion gilt: e; A e; = —e; A e;, daher spannt

{ei, Ao Negy, | 1< iy < i <n}

den Raum /\k V. Wir brauchen also zu zeigen, dass

E Qg €in N N €y, =0
1<in<.. . <ip<n

Sei I = (i1,...,i) 1 < iy <...<ip<n fixiert.
Sei J={1,...n}\IT =01, yin-rk) 1 <1 <...<jr<n
Betrachte das Element e;, A ... Ae;, und multipliziere es an (x):

:l:ah,...,ikel N...Ne, = 0

Alle anderen Terme verschwinden, weil eine Vektor im Produkt doppelt vor-
kommt.
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