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Erinnerungen an WS

Wir studieren Mannigfaltigkeiten (Mfg).

~ topologische Raume, die lokal wie R™ aussehen + glatte Strukturen von
glatten Abbildungen zu sprechen.

Konkret: um jeden Punkt p € M gibt es eine Umgebung U > p zusammen mit
einer Karte x: U — R"

Idee: da M lokal wie R™ aussieht, versucht man, Objekte aus der Analysis auch
auf M zu verstehen.

Wichtig dabei: das Objekt auf M muss koordinatenunabhéngig werden! (Physik
verlangt das auch!)

1. Tangentialraum ,iiber“ jedem Punkt p € M ,hangt® ein Vektorraum
T,M, dimT,M = dim M Elemente von T, M heilen Tangentialvektoren.

T,M

{Ableitungen von Funktionen an p}

= {9: C%(M) — R linear | 9(fg) = f(p) - 0(9) + 9(p) - O(f)}

Motto: Tangentialvektor = Richtungsableitung!



m: TM — M ist glatt v € T,M +— p
Nutzen: wir verstehen ,wirklich“, was Ableitungen sind

Frither:

feC®R™R") ~ D,f €Myxm(R)
Df € C*R™, M, xm(R))

Jetzt in Diffgeo:
feC>®(M,N) e Dyf: TyM — Ty N linear
P

. ODEs als Fliisse von Vektorfeldern
Vektorfeld: X: M — TM mit mo X = idy (& X(p) € T,M) Gegeben
X~ ®: CH}{/VM — M (Fluss des Vektorfeldes)

CRx

s.d. Vp € M ~,(t) := ®(t,p) die ODE

lasst

. Lie-Klammer von Vektorfeld und Lie-Gruppen Auf Vektorfeldern auf M
ergibt es eine interessante algebraische Struktur: die Lie-Klammer: gegeben
X, Ye I'(TM) ~[X,Y]e(TM)

——

Vektorfeld
(T(TM), [, -]) wird zu einer Lie-Algebra.

Def. Eine Lie-Algebra (V, [, -]) ist ein Vektorraum V' mit einer bilinearen
Abbildung [-,-] : V x V — V mit folgenden Eingenschaften:

(a) [X,)Y]=-]V,X], X, YeV
(b) Jacobi-Identitat: X, Y, Z e V:

(X, [V, Z] + [V, 2, X]) + [Z,[X,Y]] = 0

Beispiele:

(a) T(T'M), [-,-] ist eine Lie-Algebra
(b) M, (R), [A, B] = AB — BA ist eine Lie-Algebra
Verbindung zwischen a) und b) — Lie-Gruppen Lie-Gruppe = Mannig-

faltigkeit und Gruppe (auf kompatible Weise) Multiplikation, Inversion
glatt.



G Lie-Gruppe ~ Lie(G) = 2(G) ={X e I'(TG) | (Lg). X=X}=

{z | = linksinvariantes Vektorfeld }
— Lie-Algebra bzgl. [, ], heifit Lie-Algebra von G.
Eigenschaften: Lie(G) = T1 G als Vektoraum = dimpg Lie(G) = dim G

Lg:G — G
h — g-h

Satz G = GL(n,R) C M, (R)

offen

Lie(G) 2 T,G =  M,(R)

Vektoraum

Dies ist auch ein Isomorphismus zwischen Lie-Algebren!

(Lie(GL(n7 R))v ['7 ]) = (MH(R)> [‘, ])

Fiir jedes G < GL(n,R) ist dann Lie(G) € (M, (R), [+, ])-

[A,B]= AB— BA
Ubung 1
Differential einer Abbildung

f:R" 5 R"

peR® D,f:R" — R™(linear)
v = 9yf(p)
~——

=D, f(v)

_ N Of

avf(p) = Oz v

=1 p

_ ofi

pf als l\fatrix axj 'L:Lm
j=1n
fiM N



pEM~Dyf: T,M — TN linear
W
v (e mo(ffe)) =v( gof )
~— —~—
e €= (M)

v = Ableitungsoperation (v: C*°(M) — R) mit v(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f)

M3 N_2,R

e
TODO Bildchen

M LN
¢
C*(N) N C*°(M) linear, sogar Algebrenhomomorphismus
¢ = pof

Jeder Tangentialvektor v ist eine lineare Abbildung v: C*°(M) — R, dann ist
vo f* : C®°(M) — R linear
——

=D ) f(v)=Ffv

Beispiel
G=U(n)={A€M,(C) | A*A=1} C GL(n,C)

Lie(G) =og=u(n)=7={X e M, (C) | X* =-X}, [,]
TG C Ty GL(n,C) Zgl(n,C) = M,(C)

{ 40 [y (-ee) = GAr(0) =1}

Sei v: (—€,€) — G eine Kurve, v(0) =1

G=Un) =) () =1« £|,_,

(0)*(0) + ~(0)*4(0) =0
I
Y0+ A4(0)=0

Also:



T1(G) C {X € M, (C) | X* = —X}

Dazu: Zeige O betrachte:

o0

kyk
Y(t) = e (::Ztl‘f )

k=0
’Y(t)* — etX* — e—tX
Y(H) xy(t) = e e =1 = () € U(n)
A(t) = Xe'* = 4(0) = X

wie gewlnscht. = Gleichheit

D, det = (A +— Trace(A))

G =U(n) < GL(n,R) og = u(n) C gl(n,R) = M, (R)

Wir haben gesehen:

exp: og —G
w
X +—exp(X)

A(t) = X = exp(tX)

Y(t) =Xt = X =7(t)- X = (L), X =X(1(t))

*
celnG
wobei X das linksinvariante Vektorfeld zu X ist
= 7(t) ist eine Integralkurve von X
Ausfiihrlicher:
G € GL(m,R) C M,,(R) = R
X €T\G ~ X(A) = A -X € T4G C M, (R)
~—— ~~

linksinvariantes VF €G



Eine Integralkurve A(t) € G von X erfiillt dann:

x — A-z
f:R"™ — R" linear
=Dy f=fR*" - R™

f: V. — W linear
mit Ubung 28 p € V:

v 20w

1S 11S

v — ow

d
detv(t) =1+ —
et y(t) <_dtt:O

det: GL(n,R) —» R

Dydet: M,(R) — R
= 7=

A Tr(A)

det(1+tA) =14 (?) + O(t?)

Determinante ist Konjugationsinvariant

det(14tA) = det(1 +tBAB™!)

Wenn A diagonalisierbar ist folgt somit:

14+t\
det(1+tA)

L+,
= (IT+th)---(14+1t\,)
L+t(A1 + M) + O(t?)
1+t - Trace(A) + O(t?)



Integration auf Mannigfaltigkeiten

Suchen eines koordinateninvarianten Integrationsbegriffs

U R®

| a: U S V Diffeo

14 R"

Betrachte n = 1:

U, V C R offenen Intervalle. «: U — V Diffeo (= strikt monotone glatte

:(a:b)
Fkt.)

Transformationsformel:

a(b) b
/ Fla(t)a'(t) dt = / f(t)dt
ala) a

,2Mnemonik*:

dv =v'(u) du

fr V=R

[ e an= [ roaz [ o noa

In R"™:
[ o@Dy du, = [ f0)dy e,
U \%
«: U — V Diffeo
(Ury...yupn) = (V1,...,05)
v =v(u)
[ s dun e
v



81}1 8@1

dv; = —d —d
U1 6u1 UL+ 8UQ U2
81}2 61}2
dvy = =— duy + =—d
2 3U1 “ + 8u2 2

dvy dvp 2%4-%4— %% dus dug + %% dus duy =
T Juy 5 Oug Ouy Ousg Ous Ouyq

:/ F(v) dvy dvs :/ f(v(u))( vy vy Ovy Dug >du1 dus
1% U

Juy Ouy  Oup Juy

v Ouy

_ du1 dug
soﬁte det vy Juy
(%) sein Ouy Ouz

Damit die Mnemonik stimmt, muss also gelten:

dU1 . dU1 = dU2 . dUQ =0
du1 . dUQ = —d’U,Q' du1 =0

Erkenntniss:

Koordinatenfrei werden nicht Funktionen, sondern sogenannte Differentialformen
integriert. Eine n-Differentialform auf R™ ist (informell) ein Ausdruck

w=f(z)dzr A ... A dzy,

mit den Rechenregeln: wenn = = z(y) mit y = (y1,...,y,) dann transformiert
sich der Ausdruck zu

(9 877, n
fla()) (ldy1+...+xldyn/\.../\idyl—k...—i—wdyn)
und es gilt:

"M > dyi/\dyjz—dyj/\dy,‘, Lwj=1,...,n

folglich ist f w unabhédngig von Koordinaten.

Ziel:

(%)



Das Tensorprodukt

ausgehend von einem Vektoraum V(= T, M, T, M) einen Kalkiihl zu entwickeln,
welcher die Interpretation von Ausdriicken wie dzi A...A dxj mit Rechenregeln
dz; A dz; = dz; A dz; erlaubt.

Das wird durch Theorie von Tensorprodukten und multiliniearen (z.B.
det: R™ x ... x R" — R) Abbildungen gemacht
—_———

n-mal

Hauptidee: eine multilinieare Abbildung f: Vi x ... x V,, — W. Es reicht diese
Idee fiir bilineare Abbildungen zu realisieren. (dann wiederholt man es)

Definition: Tensorprodukt

Ein Vektoraum V ® W zusammen mit einer bilinearen Abbildung i: V x W —
V @ W heifit Tensorprodukt von V und W, wenn fiir jede bilineare Abbildung
fV xW — Z, (Z beliebiger Vektoraum) eine eindeutige lineare Abbildung
f:VeW — Z existiert mit f oi = f (genannt universelle Eigenschaften)

VxW 5 VeWw

ia!f
f

VA

Lemma: Eindeutigkeit des Tensorprodukts V & W

Wenn V @ W existiert, dann ist es eindeutig bis auf einen eindeutigen Isomor-
phismus.

Beweis:

VAW - (Ve W),

| a~
| ] |
X ‘E.fl Ay
I
|

(VeW),
Die universelle Eigenschaft von (V & W) liefert f1: (V@ W) — (V& W), mit
f1 04 = is.
Die universelle Eigenschaft von (V & W), liefert fo: (V@ W) — (V& W); mit
faoig =iy.

Beh. f1, f2 sind invers zueinander. Betrachte z.B.: fi o fo

VaWw —25 (Ve W),

\ lflofz }d

(VaoW)

Wegen der Eigenschaften in der Definition von (V @ W) ist f1 o fo =idwew),-
Analog gilt fo 0 f1 =idvew),



Existenz von Vo W

Idee: V @& W soll von Ausdriicken der Form v ® w, v € V, w € W aufgespannt
werden und v @ w soll linear in V und W sein.

Definition: Sei X eine Menge. Der freie (reelle) Vektoraum auf X, Fr(X), ist
der (reelle) Vektoraum mit Basis X.

Fr(X) 2 {f: X > R| f(z) # 0 fir endlich viel x}

Vow .= J-'(V><W)/<i&z:ﬂtfi)(;%wl)—(v,wz),v€V7w17w2€W

(v1+v2,w)—(v1,w)—(v2,w),v1,v2EV,WEW
(v, Aw) = A(v,w) >

}vev,weW,AeR
Sei

i VW —=VaoeWw
(wow) = [0, w)] = vew

Diese Definition heif$t, dass folgende Rechenregeln gelten:

(M+v)dw = vowtvrdw
v (w +wy) = vB w4 vdws
Avdw) = vd M= dw, v,vy € Vw,wa € WAER
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